BACHELORARBEIT

eingereicht an der

Fakultat fiir Physik

der
Ludwig—Maximilians—Universitdt Miinchen

TRANSPORTPHANOMENE IN KALTEN
FERMIGASEN

TRANSPORT PHENOMENA IN COLD FERMI GASES

Sebastian Stemmer

Betreuerin:

Dr. Olga Goulko

26. Juli 2013



Inhaltsverzeichnis

Das physikalische System

Statistische Beschreibung physikalischer Systeme
Verteilungsfunktion und Boltzmann-Gleichung . . . . . . ... .. .. ... ... ...,

Allgemeine statistische Betrachtung . . . . . . .. ... .. oL
3.2.2  Zwei-Teilchen-Stofe - Erhaltungssitze und statistische Beschreibung . . . . . . . . ..
3.2.3 Die allgemeine Form des Stofsterms . . . . . . . . . .. ... o Lo
System ohne dufere Kraft - Maxwell-Boltzmann-Verteilung und Streurate . . . . . ... ...

Nichtgleichgewichtszustinde und Transportkoeffizienten
4.1 Transportvorginge, Relaxationszeit-Ndherung und Linear Response . . . . . . . .. ... ...

Kraft im ganzen System . . . . . . . . . . . ..
4.2.2 Bilanzgleichung und nicht-stationdrer Zustand . . . . . .. . . ... ... ... ..
4.2.3 Temperatur im System . . . . . . . . . oL Lo
Die Scherviskositat . . . . . . . . . L
System mit klassischen Teilchen . . . . . . . . . .. ... o
Der Impulsfluss . . . . . . . . . . . e
Das lokale Gleichgewicht . . . . . . . . . .. .
Die Bahnintegralmethode . . . . . . . . .. . ..
Berechnung der Scherviskositdt . . . . . . . . ... ..o Lo
Die Spin-Scherviskositdt . . . . . . . . .o

Mikroskopische Betrachtung und die Zerfallslange . . . . ... ... ... ... ....
Impulsfluss und Spin-Scherviskositdt . . . . . . . . . . . .. L o

5.1 Die Computersimulation - Grundlagen und Aufbau . . . . .. ... .. ... ... ... ...
Verteilungsfunktion und Testteilchen . . . . . . . . . .. .. ... L.
5.1.2  Zeitentwicklung und Stéfe . . . . . ..o
5.1.3 Bestimmung des Zeitschritts . . . . . .. ... oo oL
5.1.4 Einheiten in numerischen Systemen . . . . . . . . . ... oL oL 0.
Bestimmung des Spin-Drags . . . . . . . . . L
Vorgehensweise . . . . . . . . . Lo
5.2.2 Temperaturabhéngigkeit des Spin-Drags . . . . . . ... ... ... .. ... ...
5.2.3 Abhéngigkeit des Spin-Drags von der mittleren Stoflzeit . . . . . . .. . ... ... ..

Numerische Analyse des Systems mit Kraftschicht . . . . ... .. ... ... ... ......
Erweiterung der Simulation um die Kraftschicht . . .. .. .. ... ... ... ....
Vorgehensweise . . . . . . . .. oL
Abhéngigkeit der Zerfallslinge von der mittleren Stofzeit . . . . . . .. .. .. .. ..
Temperaturabhingigkeit der Zerfallslinge . . . . . . . . . .. ... .. ... .. .. ..

1 Einleitung
2
3
3.1
3.2 Stoke. . ...
3.2.1
3.3
4
4.2 Der Spin-Drag
4.2.1
4.3
4.3.1
4.3.2
4.3.3
4.3.4
4.3.5
4.4
4.4.1
4.4.2
5 Numerische Analyse
5.1.1
5.2
5.2.1
5.2.4 Fazit
5.3
5.3.1
5.3.2
5.3.3
5.34
5.3.5 Fazit
6 Schluss

Literaturverzeichnis

28
28
28
28
29
30
30
30
33
35
36
36
36
38
42
43
45

46

47



1 Einleitung

Fermionische Vielteilchensysteme existieren in der Natur in unterschiedlichen Formen. Neben metallischen
Festkorpern und Halbleitern lassen sich auch weifie Zwerge und Neutronensterne durch fermionische Systeme
beschreiben. Die Untersuchung verdiinnter fermionischer Systeme bei niedrigen Temperaturen ist von beson-
derem Interesse. Aufgrund der geringen Dichte lassen sich solche Systeme hinsichtlich der Temperatur und der
Stirke der Wechselwirkung experimentell ausgezeichnet kontrollieren [2, S. 8]. Bei niedrigen Temperaturen
im Bereich der Fermi-Temperatur konnen quantenmechanische Phinomene beobachtet werden. Insbesondere
zeigt sich fiir diese Temperaturbereiche eine fundamentale Eigenschaft von Fermionen - das Pauli-Prinzip.
Typischerweise betrachtet man im Experiment Systeme mit Teilchendichten im Bereich von 10'2 bis 10'® c¢m 3.
Um fiir diese Teilchendichten quantenmechanische Phinomene beobachten zu kénnen, sind Temperaturen un-
ter 10~°K notwendig [2, S. 8]. Nachdem 1999 erste Erfolge bei der Realisierung solcher fermionischer Systeme
mit Hilfe von “°K-Atomen erzielt wurden, konnten quantenmechanische Phiinomene 2001 in fermionischen
Gasen aus®Li-Atomen beobachtet werden [1]. Kalte verdiinnte Fermigase sind somit ein dufierst junges For-
schungsgebiet, dessen experimenteller Zugang aufgrund der notwendigen niedrigen Temperaturen Aufserst
schwierig ist. Es ist daher sinnvoll, solche Systeme numerisch innerhalb einer Computersimulation zu be-
schreiben.

Da sich in der Natur vorkommende Systeme, welche durch verdiinnte kalte Fermigase beschreibbar sind,
nicht immer im Gleichgewicht befinden, ist es interessant, Nichtgleichgewichtszustdnde in solchen Systemen
zu untersuchen. Dabei kénnen physikalische Grofsen wie der Impuls, die Teilchenzahl oder die Energie im
System transportiert werden.

Deshalb beschiiftigt sich die vorliegende Arbeit einerseits mit der Theorie von Transportprozessen in zweikom-
ponentigen verdiinnten Fermigasen bei niedrigen Temperaturen, welche sich in Nichtgleichgewichtszustdnden
befinden. Dazu wird in Kapitel 2 ein physikalisches System beschrieben, in welchem Transportprozesse auf-
treten. In Kapitel 3 erfolgt eine allgemeine physikalische Beschreibung von statistischen Systemen und damit
von Nichtgleichgewichtszustdnden und Transportprozessen. Dabei wird die Boltzmann-Gleichung hergeleitet,
welche die Grundlage dieser Beschreibung darstellt.

Die im zu beschreibenden System auftretenden Transportprozesse werden in Kapitel 4 genauer betrachtet.
Das System wird dabei in unterschiedlichen Varianten untersucht, wobei unterschiedliche Transportprozesse
eine tragende Rolle spielen. Dabei wird es vor allem um die Herleitung sogenannter Transportkoeffizienten
gehen. Dies sind Grofsen, welche die grundlegenden physikalischen Eigenschaften von Transportprozessen
charakterisieren. Insbesondere werden die Transportkoeffizienten Spin-Drag und Scherviskositit behandelt,
welche den Transport von Teilchen und Impuls beschreiben.

Alle Variationen des zu beschreibenden Systems werden sich aufgrund einer geringfiigigen Storung durch
eine dufsere Kraft in einem Nichtgleichgewichtszustand befinden. Dadurch wird sich die Beschreibung der
Transportprozesse auf lineare Gleichungen vereinfachen.

Andererseits erfolgt aufgrund der schwierigen experimentellen Realisierbarkeit solcher Systeme in Kapitel 5
dieser Arbeit eine numerische Analyse zweier Varianten des zu beschreibenden Systems mit einer Computer-
simulation. Dabei wurde eine bereits vorhandene Simulation von mir erweitert, um diese Analyse durchzufiih-
ren. Zuerst wird die Abhéngigkeit des Spin-Drags von der mittleren Stofszeit und der Temperatur untersucht.
Anschliefiend erfolgt eine numerische Betrachtung des Transportprozesses, welcher durch die Scherviskositét
beschrieben wird.

Wihrend der gesamten Arbeit werden Einheiten verwendet, in denen h = kg = 1 gilt. Sind in einer Rechnung
keine Integrationsgrenzen angegeben, wird {iber den kompletten physikalisch sinnvollen Raum integriert. Der
Ausdruck ,x-Koordinate der Geschwindigkeit* bzw. ,x- Koordinate des Impulses” wird in der gesamten Arbeit
durch die Kurzform ,x-Geschwindigkeit* bzw. ,x-Impuls“ notiert.



2 Das physikalische System

Wir betrachten einen kubischen Kasten der Kantenldnge L. In diesem befindet sich ein verdiinntes Gas, be-
stehend aus N = 10000 Fermionen. Fiir die Masse m dieser Fermionen gilt m = 1 [Masseneinheit].

Hinsichtlich der Spinkomponente in z-Richtung gibt es unter den Fermionen zwei Teilchensorten s. Davon
bezeichnen wir eine mit “Spin Up” und die andere mit “Spin Down”. Fiir Teilchen mit “Spin Up” gilt s =1
und fiir Teilchen mit “Spin down” s =]. In einer Rechnung gilt die Identifikation

s=t=s=1lunds=}=s=—1. (2.1)

Auféerdem bezeichnet s die zu s gegens'atzliche Teilchensorte. Unter den N Fermionen befinden sich Ny =
= 5000 mit s =1 und N, = 5 = 5000 mit s =].

Die Randbedingungen des Kastens sind periodisch, d. h. Teilchen einer bestimmten Geschwindigkeit durch-
dringen die Winde des Kastens und treten an der gegeniiberliegenden Wand mit der selben Geschwindigkeit
wieder in das System ein. Fiir die Ortskoordinate x eines jeden Teilchens gilt durch den kubischen Kasten
L L
} (2.2)

x = (z,y, )mlt:cy,ze{ 33

und durch die periodischen Randbedingungen
(x + L) y7 Z) = (l" y7 Z)? (x7 y + L7 Z) = (l‘) y7 Z)? (l‘) y7 z + L) = (l‘) y7 Z)' (2'3)

Dabei haben wir das Koordinatensystem so gewéhlt, dass sich dessen Ursprung in der Mitte des Kastens be-
findet und dass dessen Koordinatenachsen senkrecht auf den Wanden des Kastens stehen (siehe Abbildung 1).

Um die x-y-Ebene befindet sich eine sogenannte Kraftschicht der Dicke d, in der eine konstante Kraft mit
Betrag Fy in positive x-Richtung auf Teilchen mit s =1 und in negative x-Richtung auf Teilchen mit s =]
wirkt. Der iibrige Kasten ist kraftefrei. Fiir die Kraft auf ein Teilchen mit Spin s gilt folglich

F fii —d d
FS:{(S 05070) ur z € [ 272] . (24)
0 sonst,

Die Dichte n des Gases sei homogen und gering genug, dass die Zeit in der Teilchen wihrend eines Stofses
wechselwirken viel kleiner als die mittlere Zeit zwischen zwei Stofen ist. Dadurch ist die Wahrscheinlich-
keit fiir Stofe zwischen mehr als zwei Teilchen so gering, dass diese vernachléssigt werden konnen [8, S. 445].
Aufserdem sind alle Stofsprozesse im System elastisch. In der ganzen Arbeit setzen wir n = 1 [m] .
Zusatzlich setzen wir voraus, dass die thermische de-Broglie-Wellenlédnge viel kleiner als der mittlere Abstand
zwischen den Teilchen ist. Die Bewegung der Teilchen kann dann zwischen den Stofen durch die Newtonschen
Bewegungsgleichungen beschrieben werden [6, S. 543]. Der Stofiprozess elastischer Zwei-Teilchen-Stofe wird
hingegen durch den quantenmechanischen differentiellen Wirkungsquerschnitt jg beschrieben.
Wir nehmen an, dass die Temperatur des Systems hoch genug ist, um den fermionischen Effekt des Pauli-
Blockings [2, S. 81 f.] zu vernachléssigen. Die Temperatur des Systems soll aber trotzdem klein genug sein,
dass der differentielle Wirkungsquerschnitt fiir Fermionen in der Ndherung kleiner Energien angewendet wer-
den kann. Dieser verschwindet fiir einen Stofiprozess zwischen zwei Teilchen gleicher Teilchensorte, d. h. es
stofen ausschlieflich Teilchen unterschiedlicher Teilchensorte.
Vernachlissigt man relativistische Effekte hinsichtlich der Spin-Wechselwirkung, gilt fiir den differentiellen
Wirkungsquerschnitt

do a®

=TT e (2.5)

Dabei ist V die Relativgeschwindigkeit der stofenden Teilchen. Der Parameter a wird als Streuldinge bezeich-
net und gibt die Stérke der Wechselwirkung an [2, S. 9 ff.]. Dadurch gilt fiir den totalen Wirkungsquerschnitt o

2
ma
o= /d a2|v‘2. (2.6)



Abbildung 1: Kubischer Kasten mit Kraftschicht - Schnitt durch die x-z-Ebene

Aufgrund der grofen Teilchenzahl N ist nur eine statistische Beschreibung des Systems zielfithrend. Die
Grundlagen dieser werden im folgenden Kapitel erldutert.

3 Statistische Beschreibung physikalischer Systeme

3.1 Verteilungsfunktion und Boltzmann-Gleichung

Wir legen zu Beginn zun#chst eine wichtige Definition fest, die uns die statistische Beschreibung physikali-
scher Systeme ermoglicht.

Definition 1 Die Anzahl der Teilchen mit Spin s, deren Ort sich zur Zeit ¢ im Volumenelement d3z um
x und deren Geschwindigkeit sich in der Umgebung d®v um v befindet, wird mit f,(x,v,t) d*zd3v notiert.
fs(x,v,t) bezeichnet man als Verteilungsfunktion des Systems [6, S. 580].

Die Verteilungsfunktion ist folglich normiert:

/d3xd31) fs(x,v,t) = Ny (3.1)

Wir wollen nun eine Gleichung herleiten, die das Verhalten eines allgemeinen statistischen Systems beschreibt.
Dazu betrachten wir Teilchen der Teilchensorte s, welche sich zur Zeit ¢ im Volumenelement d32 um x und im
Geschwindigkeitsbereich d®v um v befinden. Auf diese wirke von auRerhalb des Systems eine Kraft F,(x, v, t).
Ist die Bewegung dieser Teilchen stoffrei, befinden sie sich alle zum Zeitpunkt ¢’ := ¢+ dt im Volumenelement
d3z’ um x’ und im Geschwindigkeitsbereich d®v’ um v’. Folglich gilt mit Definition 1

fs(x,v,t) dzd®v = f,(x', v/, t') d>2'd>v'. (3.2)



Die stoffreie Bewegung der Teilchen im Zeitintervall dt wird durch die Newtonschen Bewegungsgleichun-
gen
x' =x+vdtund v/ = v + Fy(x, v, t)dt

beschrieben. Aufgrund des Liouvilleschen Satzes (siehe [4, S. 179 ff.]) ist das Phasenraumvolumen wéhrend
der stoffreien Bewegung der Teilchen erhalten, d. h.
Brdv = d*x'd>v'. (3.3)
Es gilt folglich
fs(x,v,t) d®xd®v = f,(x', v/, t') dzd>v. (3.4)

Beriicksichtigt man Stofe, gilt diese Gleichheit nicht mehr, da Teilchen mit Spin s im Zeitintervall [¢, ¢+ dt] in
die betrachtete Umgebung hinein bzw. aus dieser heraus gestoften werden. Um trotzdem eine Bilanzgleichung
aufstellen zu konnen, definiert man einen Stofsterm.

Defintion 2 Der Stofiterm 5
(—f> dtd3zd®v (3.5)
ot ) g

beschreibt die Zahl der Teilchen mit Spin s, welche im Zeitintervall [t,¢ + dt] in die Umgebung d®zd3v um
(x,v) hinein ((aajig)s > 0) bzw. aus dieser heraus ((88115)3 < 0) gestofen werden [8, S. 447 f.].
¢ t

Unter Verwendung dieser Definition kann man die Gleichung (3.4) erweitern und dadurch Stofe beriick-
sichtigen :

Ofs
ot

Entwickelt man die Verteilungsfunktion in dt erhilt man die Relation

fo(x,v,t) d®xd®v + ( ) dtd3zd®v = fo(x',v', V') d*zd®v (3.6)
St

Js(x+vdt,v+Fs(x,v,t)dt,t +dt) — fo(x,v,t)  Ofs n 8f5F n ofs %
dt Tox) Tov T ar Tt

(3.7)

und dadurch die sogenannte Boltzmann-Gleichung
d S a S
& _ (OFs) (3.8)
dt ot )

Durch diese Differentialgleichung kann man, soweit dies analytisch moglich ist, fs(x,v,t) berechnen und da-

durch ein allgemeines statistisches System beschreiben. Dazu ben6tigt man allerdings einen Ausdruck fiir den
Stofterm [6, S. 587].

Nach einer allgemeine Betrachtung von Stofen, die spédter von Nutzen sein wird, geht es deshalb um die
Form des Stofiterms.

3.2 Stofke
3.2.1 Allgemeine statistische Betrachtung

Die in diesem Abschnitt dargestellte Theorie samt Herleitungen und Definitionen orientiert sich an [6, Kapitel
12].

Wir betrachten ein Teilchen T in einem Gas. Um die Wahrscheinlichkeit eines Stoffes von T mit einem
anderen Teilchen beschreiben zu kénnen, werden folgende Definitionen festgelegt.

Definition 3 Das Teilchen T sei zuletzt zum Zeitpunkt £y mit einem anderen Teilchen zusammengestofsen.
Die Wahrscheinlichkeit, dass T zum Zeitpunkt ¢ > ty mit noch keinem anderen Teilchen zusammengestofien
ist, hingt von At :=t — ¢ty ab und wird mit P(t — t¢) bezeichnet.



Aus der Definition folgt, dass
lim P(t —tp) =1 (3.9)

t—to

gilt, da in der unendlich kleinen Zeitspanne At — 0 noch kein weiterer Stofs stattgefunden haben kann.
Irgendwann stoft das Teilchen auf jeden Fall, d. h. P(t — ¢y) nimmt mit steigendem ¢ immer weiter ab,
insbesondere gilt
lim P(t —t) = 0. (3.10)
t— o0

Definition 4 Die Wahrscheinlichkeit, dass Teilchen T mit einem anderen Teilchen in der Zeitspanne dt
zusammenstoht wird mit wdt bezeichnet, wobei w > 0 gilt. Die sogenannte Stofsrate w gibt die Wahrschein-
lichkeit fiir einen Stofs des Teilchens T in der Zeiteinheit dt an.

Folglich ist die Wahrscheinlichkeit, dass T im Zeitintervall dt nicht st6ft, durch 1 —wdt gegeben. Wir nehmen
an, dass die Wahrscheinlichkeit wdt unabhéngig von der Vorgeschichte des Teilchens ist. Dadurch kann die
Wahrscheinlichkeit, dass das Teilchen T zur Zeit ¢ + dt noch nicht gestofien hat, durch

P(t —to)(1 — wdt) (3.11)
ausgedriickt werden. Diese muss nach Definition 3 dquivalent mit P(¢ + dt — to) sein, d. h.
P(t+dt —to) = P(t — to)(1 — wdt). (3.12)
Der Ausdruck fiihrt auf die Differentialgleichung

P(t-i—dt—to)—P(t—tQ) . dP(t_tO)
dt B dt

= —P(t —to)w. (3.13)
Nehmen wir an das w zeitunabhéngig ist, gilt fiir die Losung der hergeleiteten Differentialgleichung mit (3.9)
P(t —tg) = e~ (1), (3.14)

Die Wahrscheinlichkeit 15(t —t0)dt, dass ein Teilchen, welches zur Zeit to zuletzt gestoRen hat, im Zeitintervall
[t,t + dt] stot, ist durch

P(t —to)dt = P(t — to)wdt (3.15)
gegeben.

Definition 5 Hat ein Teilchen zuletzt zum Zeitpunkt ¢y gestofien, wird der Erwartungswert der Zeitspanne
bis zum néchsten Stofs als mittlere Stofizeit 7 bezeichnet. Diese ist also die mittlere Zeit zwischen zwei Stofsen.

Aus dieser Definition und der Gleichung (3.15) folgt

o 1
r:/ dt P(t — to)uwt = —. (3.16)

to

Durch die mikroskopische Betrachtung eines Zwei-Teilchen-Stoles im n#chsten Abschnitt leiten wir eine
Formel her, mit der die Form des Stofsterms bestimmt werden kann.

3.2.2 Zwei-Teilchen-Stofie - Erhaltungsséitze und statistische Beschreibung

Wir betrachten im Folgenden einen Stofs zwischen zwei Teilchen unterschiedlicher Teilchensorte, da der dif-
ferentielle Wirkungsquerschnitt fiir den Stofs zweier Teilchen gleicher Teilchensorte verschwindet.

Das Teilchen mit Spin s - wir nennen es Teilchen A - habe vor dem Stofs die Geschwindigkeit v und nach dem
Stof die Geschwindigkeit v}. Wir bezeichnen das Teilchen mit Spin § als Teilchen B. Seine Geschwindigkeit
sei vor dem Stofs vo und nach dem Stof$ v5.



Aus der Gesamtimpulserhaltung folgt unmittelbar, dass die Schwerpunktsgeschwindigkeit S der Teilchen
vor bzw. die Schwerpunktsgeschwindigkeit S’ der Teilchen nach dem Stofs

!

! !
V+vy Pges vi+vy  Phe

S := 5 = 5 bzw. S’ := 5 5 (3.17)
dquivalent ist, d. h. _ .
S=¢. (3.18)
Da wir nur elastische Stofie betrachten, ist auch die gesamte kinetische Energie erhalten, d. h.
V2 + v = v v, (3.19)
Definiert man die Relativgeschwindigkeit der Teilchen vor bzw. nach dem Stof in Form
Vi=v—vabzw. V :=v] —vj, (3.20)
kann man die Erhaltung der gesamten kinetischen Energie durch
Lo TR /2
S Vi +287 = V7S (3.21)
ausdriicken. Mit (3.18) folgt daraus die Erhaltung des Relativgeschwindigkeitsbetrags
VI =[V]. (3.22)

V'’ geht folglich durch Drehung des Vektors V um dessen Fukpunkt hervor. Wir stellen die Richtung von V'
bezogen auf V durch die Winkel 6 und ¢ dar (siehe Abb. 2).

Neben der Beschreibung des Stofses durch die Geschwindigkeiten der Teilchen A und B vor und nach dem
Stof ist auch eine Beschreibung durch die Freiheitsgrade

(S, v, §, V’) (3.23)

moglich, da
. 1 . 1 . 1 . 1
v=S—|—§V, V2=S—§V, v’1=S’+§V’undv’2:S’—§V’ (3.24)

gilt. Wegen (3.18) und (3.22) reduziert sich die Zahl der den Stof beschreibenden Freiheitsgrade auf acht,
ndmlich

(S,V,H, go) . (3.25)

Wir wollen den Stofiprozess von Teilchen A mit Teilchen B quantenmechanisch beschreiben und verwenden
dazu den differentiellen Wirkungsquerschnitt [8, S. 479 ff.]. Wir wihlen das Ruhesystem von Teilchen B als
Bezugssystem. Die Geschwindigkeit von Teilchen A in diesem Bezugssystem ist vor dem Stofs V und nach
dem StoR V’. Durch die Winkel 6 und ¢ wird ein, wie in Kugelkoordinaten iiblich definiertes, Raumwinkel-
element df2 festgelegt.

Betrachten wir eine grofie Anzahl von Teilchen A, welche alle die selbe Geschwindigkeit V haben. Wir konstru-
ieren eine Ebene, die senkrecht zur Einfallsrichtung der Teilchen A steht und durch B verlduft (sieche Abb. 3).
Gébe es keine Wechselwirkung der Teilchen A mit Teilchen B, wiirden N;, Teilchen A eine Flicheneinheit
dA dieser Ebene in der Zeiteinheit dt durchqueren. Durch die Wechselwirkung mit Teilchen B werden die ein-
fallenden Teilchen A gestreut. Die Zahl der Teilchen A, welche je Zeiteinheit dt in das Raumwinkelelement df2
gestreut werden, wird mit Nyq bezeichnet. Aufgrund der Definition des differentiellen Wirkungsquerschnitts
[7, S. 385] gilt

1 do

Nyg = Neip— —
a2 ezndAdQ

d. (3.26)
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Abbildung 2: Man erhilt die Relativgeschwindigkeit nach dem Stof V' durch Drehung der Relativgeschwin-
digkeit vor dem Stof V. Die Richtung von V' in Bezug auf V wird durch die Winkel § und ¢ festgelegt.
(Quelle: http://de.wikipedia.org/wiki/Datei:Kugelkoordinaten.svg, 23.07.2013, von mir verindert)

Jedes Teilchen A legt in der Zeiteinheit dt eine Strecke der Lange [V|dt zuriick. Ohne Wechselwirkung mit
B durchqueren folglich alle Teilchen A die Flicheneinheit dA, die sich im Volumen |V|dtdA vor dA befinden
(siehe Abb. 3). Das Volumenelement liege vollstéindig in der Umgebung d®>z um x. Nach Definition 1 ist die
Teilchendichte der Teilchen A in diesem Volumenelement zum Zeitpunkt ¢ durch

fs(x,v,t) d*zd®v

_ 3
B = fo(x,v,t)d’v (3.27)
gegeben. Somit kann N, durch
Nein = |VI|dtdA - fo(x,v,t) d*v (3.28)
dargestellt werden, wodurch man den Ausdruck
do 3
Nyq = |V|d_QdeS(X’V’t) dtd’v (3.29)

fiir Ny erhalt.
Im Volumenelement d®z um x befinden sich zur Zeit ¢ nach Definition 1

fs(x,va,t) d3zd3v, (3.30)

Streuzentren B. Die Gesamtzahl der je Zeiteinheit dt in d€2 gestreuten Teilchen A ist deshalb

Y d
Nag.ges = Naq - fs(x, va, t) d>zd®vy = |V|d—ng fs(x,v, 1) fs(x, va, t) dtd>zd>vd>vy. (3.31)

Mit diesem Ausdruck fiir Ngo 4es haben wir die Moglichkeit, die Form des Stofsterms herzuleiten. Im Folgenden
wird diese Herleitung durchgefiihrt.
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Abbildung 3: Alle Teilchen A, die sich im kleinen Volumen |V|dtdA befinden, durchdringen das Flichenele-
ment dA der Ebene in der Zeiteinheit dt.

3.2.3 Die allgemeine Form des Stoftterms

Bezeichnet man mit
gs dtd®zd®v baw. v, dtd>zd>v (3.32)

die Zahl der Teilchen mit Spin s, welche im Zeitintervall d¢ durch einen Stofs in die betrachtete Umgebung
d®zd3v um (x, v) hinein bzw. aus dieser heraus gestofien werden, kann der in Definition 2 eingefiihrte StoRterm
(3.5) als Differenz dieses sogenannten Gewinn- bzw. Verlustterms dargestellt werden [8, S. 448]

<af ) dtd3zdv = (g5 — vs) dtd>zd>v. (3.33)
ot ),
Wir betrachten den in Abbildung (4) visualisierten Verlustprozess. Dieser entspricht dem im vorherigen

s\,\; - /SVY Vs\;

1

Vs

S
S S S S
(a) (b)

Abbildung 4: Gewinnprozess a) und Verlustprozess b)

Abschnitt untersuchten Stofs zwischen den Teilchen A und den Teilchen B und wird somit durch Gleichung
(3.31) beschrieben.



Um alle Verlustprozesse zu beriicksichtigen, wird (3.31) iiber alle Geschwindigkeiten vy integriert. Durch
die anschliefende Integration iiber alle Raumwinkelelemente d€2 werden alle kinetisch méglichen v} und v,
miteinbezogen. Dadurch erhilt man den Verlustterm

, d
vy dtdPzdPv = / A3y / dQ £ (x, v, 1) fg(x,vz,t)d—g|V|dtd3:cd3v. (3.34)

Der Gewinnprozess ist ebenfalls in Abbildung (4) veranschaulicht. Der Gewinnterm lasst sich unter Anwen-
dung der Relation d3v}d3v}, = d®vd®vy [6, S. 613] analog zum Verlustterm berechnen, sodass man

P d P
gs dtd3zd3v = / d3vs / dQ fo(x, v, ) fs(x, v’z,t)d—g|V|dtd3xd3v (3.35)
erhilt. Zusammengefasst ergeben Gewinn- und Verlustterm die Form
8f5 3 do
dPvy [ dQ [fs(x,v1', t) fs(x, vy, 1) — fs(x,v,t) fs(x,va,t)] dQ|V| (3.36)
St

fiir den Stofiterm. Mit diesem Ausdruck fiir den Stofterm ist die Boltzmann-Gleichung vollstéindig. Diese
stellt somit eine nichtlineare Integrodifferentialgleichung dar, welche auch fiir zahlreiche Ndherungen schwie-
rig zu 15sen ist [8, S. 449].

Bei der Herleitung des Stofiterms haben wir nur elastische Zwei-Teilchen-Stofe beriicksichtigt, sodass die
Boltzmann-Gleichung nur Systeme beschreibt, in denen inelastische Stofse und Stofe zwischen mehr als zwei
Teilchen vernachlissigbar sind.

Aufserdem wurde die Annahme gemacht, dass der Stof zweier Teilchen durch das Produkt zweier Vertei-
lungsfunktionen beschrieben werden kann. Diese Annahme bezeichnet man als molekulares Chaos oder Stofs-
zahlansatz. Die Gililtigkeit dieser beschrénkt sich auf Systeme mit geringer Dichte, in denen Teilchen nur
iiber eine geringe Reichweite wechselwirken [2, S. 80 £.],[8, S. 448]. Beide Annahmen sind fiir das in Kapitel
2 beschriebene System erfiillt.

Eine Anwendung des Stofiterms ist die Berechnung der sogenannten Streurate. Neben der Herleitung der
Streurate wird im néchsten Abschnitt die Maxwell-Boltzmann-Verteilung eingefiihrt.

3.3 System ohne dufiere Kraft - Maxwell-Boltzmann-Verteilung und Streurate

In diesem Abschnitt betrachten wir das in Kapitel 2 beschriebene System mit der zusétzlichen Annahme,
dass Fy = 0 gilt, d. h. im ganzen System keine dufsere Kraft auf die Teilchen wirkt.

Das System ist hinsichtlich der Vertauschung
S35, 85— s (3.37)

symmetrisch. Daraus folgt die Aquivalenz der Verteilungsfunktionen beider Teilchensorten, sodass wir eine
Verteilungsfunktion f(x,v,t) fiir die Beschreibung des Systems verwenden konnen, d. h.

fs(X,V,t) = fg(X,V,t) = f(X,V,t). (338)
Der Stofiterm aus (3.36) nimmt daher die Form

0 d
(a—{)st = /d3’lj2/dQ [f(x,vi', ) f(x, V5, t) — f(x,Vv,t)f(x,Va,t)] £|V| (3.39)

an. Man kann mit Hilfe des sogenannten H-Theorems zeigen, dass sich in diesem System ein Gleichgewicht
einstellt, welches durch die Gleichgewichtsverteilung

FMB(y) = ;(27TT) # exp {_%} (3.40)

beschrieben wird. Diese Verteilungsfunktion wird als Maxwell-Boltzmann-Verteilung bezeichnet [8, S. 451 ff.].
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Definition 6 Die Streurate 7 beschreibt die mittlere Anzahl der Stofe zur Zeit ¢ im kompletten Volu-
men eines betrachteten Systems je Zeiteinheit dt.

Im Zeitintervall dt stoft jedes Teilchen im Mittel % mal. Da sich im System N Teilchen befinden, ergibt sich
der Zusammenhang

7= (3.41)

Um die Streurate fiir das System im Gleichgewicht herzuleiten, betrachten wir den Verlustterm. Dieser
beschreibt alle Stofe zur Zeit ¢, welche in der Umgebung d3xd3v um (x,v) in der Zeiteinheit dt stattfinden.
Durch die Integration des Verlustterms iiber alle Geschwindigkeitsumgebungen d?v und Volumenelemente
d3x werden alle StoRprozesse, die im Zeitintervall [t,t + dt] im ganzen Volumen stattfinden, beriicksichtigt.
Fiir die Streurate gilt dadurch

d?’x/d% vsdt = N/d3v Vs. (3.42)

Mit Hilfe der Form des Verlustterms (3.34) und der Maxwell-Boltzmann-Verteilung gilt

3 3 MB MB 4ma®
v = N [dv [ dv f"7(V)f (Vz)W|V| (3.43)
_L 2
= 7Ta2N 2T~ /d3 /d3 eXp T(|V2| +2|VZ| )} V.
+ a ‘Xl

In [6, S. 613] wird gezeigt, dass sich d>vd>v; bei einer Transformation in das SchwerpunktRelativkoordinatensystem
nicht dndert, d. h.

d3vddvy = d3Vd3S. (3.44)
Fithren wir diesen Koordinatensystemwechsel durch, gilt fiir das Integral
. —L(LV|2+2/S
2N(27TT)’3/d3V/d3S exp [~ f( |a2||v‘f ISPy, (3.45)
1

Nach kurzer Rechnung ergibt sich fiir die Streurate

_ 3 exp P
\/_T 2a2N/ d|V|[+\|,‘2”|V|3. (3.46)
4

Nach dieser Betrachtung eines Systems im Gleichgewicht wollen wir im néchsten Kapitel Nichtgleichgewichts-
zustdnde behandeln und die dort auftretenden Transportprozesse verstehen. Dazu behandeln wir das System
aus Kapitel 2 in unterschiedlichen Variationen: Zuerst wird die Kraft im ganzen System wirken. Danach be-
trachten wir das System zwar mit Kraftschicht, aber mit klassischen Teilchen einer Teilchensorte. Am Ende
des nichsten Kapitels wird das System mit Kraftschicht und Fermionen, bestehend aus zwei Teilchensorten,
beschrieben.

4 Nichtgleichgewichtszustinde und Transportkoeffizienten

4.1 Transportvorginge, Relaxationszeit-Ndherung und Linear Response

Befindet sich ein Gas in einem Nichtgleichgewichtszustand, konnen durch die Wechselwirkung und Bewegung
der Teilchen physikalische Grofen, wie z. B. Impuls, Energie oder Teilchenzahl transportiert werden. Um
solche Transportvorgénge zu verstehen, muss man den Nichtgleichgewichtszustand des Systems beschreiben.
Dabei existieren zu jedem Transportvorgang Grofen, welche grundlegende Eigenschaften des Transportvor-
gangs charakterisieren. Diese bezeichnet man als Transportkoeffizienten [6, Kapitel 12 - 14].
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Im Folgenden betrachten wir Systeme, die sich aufgrund einer kleinen Stérung des Gleichgewichtszustands, in
unserem Fall eine duffere Kraft, in einem Nichtgleichgewichtszustand befinden. Der Begriff ,kleine Stérung*
hat je nach System eine andere Bedeutung. Im Falle einer dufseren Kraft ist allerdings folgende Annahme
sinnvoll: Werden Teilchen im System, wiahrend der stofsfreien Bewegung im mittleren Zeitintervall 7, durch
die duftere Kraft nur so stark beschleunigt, dass sich ihr mittlerer Geschwindigkeitsbetrag dadurch kaum
dndert, kann man davon ausgehen, dass es sich bei der dufferen Kraft um eine kleine Stérung des Systems
handelt.

Liegt eine Storung des Systems vor, resultieren aus dieser physikalische Terme. Fiir kleine Storungen geht
man von der sogenannten Linear Response des Systems aus, d. h. die aus der Stérung resultierenden Terme
sind proportional zur Ursache der Storung, in unserem Fall zur dufleren Kraft. Die Transportkoeffizienten
entsprechen dabei den Proportionalititskonstanten [9].

Im Folgenden betrachten wir das in Kapitel 2 vorgestellte System. Wir machen im Folgenden die Ndhe-
rung, dass eine einzige Zeitskala ausreicht, um Transportprozesse, welche im System vorkommen, hinreichend
genau zu beschreiben. Diese Naherung bezeichnet man als Relaxationszeit-N&herung [6, Kapitel 13]. Aufer-
dem machen wir die Annahme, dass diese relevante Zeitskala, die sogenannte Relaxationszeit, der mittleren
Stofizeit 7 im System entspricht.

Um zu verstehen, dass diese Annahme eine Niherung darstellt, betrachten wir Teilchen, deren Geschwindig-
keitsbetrag viel grofier als der mittlere Geschwindigkeitsbetrag der Teilchen im System ist. Bei einem Stofs
solcher Teilchen ist der Relativgeschwindigkeitsbetrag |V| der beiden Stofspartner im Mittel hoher als dies in
den meisten anderen Stéfen im System der Fall ist. Fiir die mittlere Stofzeit solcher Teilchen gilt nach [8, S.

451]
1
T(IVI]) ~ oV’ (4.1)

Mit der Form des totalen Wirkungsquerschnitts (2.6) folgt daraus

2 2
1+ <00
T(IV]) ~ 7|V|4 : (4.2)
Fiir die Streurate 7 ergibt sich mit Relation der (3.41)
VI
v 2[V[2 " (43)
1+ %

Der prinzipielle Verlauf dieser in Abhingigkeit des Relativgeschwindigkeitsbetrags ist in Abbildung (5) dar-
gestellt. Fiir die betrachteten schnellen Teilchen mit vergleichsweise hohem Relativgeschwindigkeitsbetrag bei
einem Stofs ist die Stofizeit im Vergleich zur mittleren Stofizeit stark erhcht. Man kann daher generell nicht
davon ausgehen, dass die mittlere Stofszeit die einzig relevante Zeitskala darstellt.

Wir werden im n#chsten Abschnitt eine erste Variation des Systems aus Kapitel 2 untersuchen und dabei
den Transportkoeffizienten Spin-Drag kennenlernen.

4.2 Der Spin-Drag
4.2.1 Kraft im ganzen System

Wir betrachten das in Kapitel 2 beschriebene System. Im Zeitbereich ¢ < t,, soll die duflere Kraft im
ganzen System verschwinden und ab dem Zeitpunkt ¢ = t,,, iiberall im System wirken. Fiir ¢ < t,,, ist das
System aquivalent zu dem System ohne dufere Kraft aus Abschnitt 3.3. In diesem Zeitbereich stellt sich
eine Gleichgewichtsverteilung ein, welche durch die Maxwell-Boltzmann-Verteilung beschrieben wird. Fiir die
mittlere x-Geschwindigkeit der Teilchen mit Spin s gilt fiir ¢ < ¢4y,

(™Y = 0. (4.4)

s,z
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0.6

f(x)

Abbildung 5: Verlauf der Funktion f(z) = 5,
Relativgeschwindigkeitsbetrags charakterisiert.

welche das Verhalten der Streurate in Abh#ngigkeit des

Zur Zeit t = tg, wird die dufere Kraft ,aktiviert“. Zu diesem Zeitpunkt hat ein Teilchen mit Spin s im

Mittel das letzte Mal zur Zeit 14, — 7 einen Stofs erlitten und wird somit um

T

A’U&x = SFO D)

(4.5)
beschleunigt, bis es mit einem Teilchen der Teilchensorte § zusammenstofit. Fiir die mittlere x-Geschwindigkeit
vor dem Zusammenstofs gilt somit

(V5.0) = sFog. (4.6)

In Abschnitt 3.2.2 haben wir einen solchen Stofsvorgang mikroskopisch betrachtet und festgestellt, dass die
Relativgeschwindigkeit der beiden stofsenden Teilchen durch den Stof gedreht wird. Da der stofbeschreibende
differentielle Wirkungsquerschnitt (2.5) rotationssymmetrisch ist, sind alle Drehwinkel gleich wahrscheinlich.
Hat die x-Relativgeschwindigkeit vor dem Stoft den Wert V,,, gilt fiir die x-Relativgeschwindigkeit V", nach
dem Stofs

SV <V <V (4.7)

Da jeder Drehwinkel gleich wahrscheinlich ist, wird auch jeder Wert in [—| V|, |V|] mit gleicher Wahrschein-
lichkeit angenommen. Im Mittel verschwindet also die x-Relativgeschwindigkeit V) nach dem Stof. Wir be-
zeichnen mit (v’ ;) die mittlere x-Geschwindigkeit des Teilchens mit Spin s direkt nach dem Stof. Dadurch
gilt mit der Definition der Relativgeschwindigkeit

(Vi) = (o) = (v52) =0, (4.8)
d. h.
(V5,2 = (Vs 0)- (4.9)

Im Mittel bewegen sich die beiden Stofspartner direkt nach dem Stofs mit der selben x-Geschwindigkeit. Da
vor dem Stofs im Mittel

(Vs,2) = —(vs,2) (4.10)
gilt, ist keine x-Richtung ausgezeichnet, wodurch die mittlere x-Geschwindigkeit nach dem Stofs verschwindet,

d. h.
(v ) =0. (4.11)

s,z

Das Teilchen wird also im Mittel zuerst im Zeitintervall [tan,tan + | beschleunigt, stoft und verliert da-
durch seine gewonnene x-Geschwindigkeit zum Zeitpunkt ¢, + 7 .
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Anschliefsend wird jedes Teilchen mit Spin s im Mittel in der Zeit 7 um
Avg 5 = sFyT (4.12)

beschleunigt, um bei dem darauf folgenden Stofs diese x-Geschwindigkeit wieder zu verlieren. Teilchen mit
Spin 1 bzw. Spin | haben folglich im Mittel eine x-Geschwindigkeit im Intervall [0, Fy7] bzw. [—Fy, 0]. Da alle
Werte in den Intervallen gleich wahrscheinlich sind, haben Teilchen mit Spin s im System zur Zeit ¢ > tq, +7
die mittlere x-Geschwindigkeit

E
Us = (vg.0) = = 2‘” (4.13)
Dadurch gilt fiir die Differenz der mittleren x-Geschwindigkeiten beider Teilchensorten
1
FO = ; (UT - ’U,J,) . (414)

Die Kraft Fy ist proportional zur Differenz der mittleren x-Geschwindigkeiten beider Teilchensorten.

Definition 7 Gilt die Relation (uy —wuy) ~ Fy wird die Proportionalitdtskonstante als Spin-Drag I'sp
bezeichnet.

In der gesamten Herleitung haben wir die Relaxationszeit-Ndherung mit der Relaxationszeit 7 verwendet. In
dieser gilt I'sp = %

Kurz nach dem ,Einschalten“ der Kraft Fy bewegen sich im Mittel Teilchen mit Spin 1 in positive x-Richtung
und Teilchen mit Spin | in negative x-Richtung. Es findet ein Teilchentransport statt, wobei die Teilchen in
entgegengesetzte Richtungen transportiert werden. Da die Transportrichtung vom Spin der Teilchen abhéngig
ist, wird der Transportprozess hiufig als Spin-Transport bezeichnet. Der Spin-Drag ist dabei der Transport-
koeffizient [2, S. 103 ff.].

Wir wollen die Relation (4.14) durch das Konzept der Linear Response verstehen.

Das System ohne duflere Kraft wird durch das ,,Anschalten® der dufieren Kraft zum Zeitpunkt t,, gestort.
In der Zeitspanne t < t,, haben die Teilchen aufgrund der Maxwell-Boltzmann-Verteilung den mittleren x-
Geschwindigkeitsbetrag (|vf§ ) ~\/T. Fiir Zeiten t > tg, + 7 ist der mittlere x-Geschwindigkeitsbetrag der
Teilchen (|v; ,|) durch die &ufere Kraft erhoht, wobei man davon ausgehen kann, dass (|vs,.|) — ([v25|) ~ For
gilt. Die Storung des Systems durch die dufsere Kraft ist klein wenn sich der mittlere x-Geschwindigkeitsbetrag

—(|onE . . .
% < 1 gilt. Ist folglich die Bedingung For < /T erfiillt,
kann man davon ausgehen, dass das System durch die dufere Kraft nur geringfiigig gestort wird. Aus der
Storung des Systems resultiert der Term (ut — uy). Ist die Stérung klein, besagt das Konzept der Linear
Response, dass dieser Term proportional zu Fj ist. Dieses Ergebnis wurde durch die mikroskopische Betrach-

tung bestétigt.

durch diese kaum dndert, d. h. wenn

Diesen Abschnitt abschliefsend wollen wir den Begriff des stationédren Zustands einfilhren. Von dem im Sys-
tem auftretenden Teilchentransport abgesehen kénnte man aufgrund der bisher durchgefiihrten Herleitungen
vermuten, dass sich im System ein Gleichgewichtszustand eingestellt hat, da alle makroskopischen Zustands-
parameter konstant sind. In [6, S. 542 ff.] wird anhand eines Beispiels erklért, dass bei einem nicht abge-
schlossenen System alle makroskopischen Zustandsparameter konstant sein kdnnen, obwohl sich das System
nicht im Gleichgewicht befindet. Ein solcher Zustand wird als stationdrer Zustand bezeichnet. Da auf unser
System eine dufsere Kraft wirkt, handelt es sich um ein nicht abgeschlossenes System. Das System befindet
sich somit fiir Zeiten ¢ > t,, + 7 in einem stationédren Zustand. Dieser wird durch die Verteilungsfunktion

(v—us)?

1 s
Ji () = 5 (2nT) 2 e~ mit ug = (us,0,0) (4.15)

beschrieben.
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Man kann leicht nachpriifen, dass fiir diese Verteilungsfunktion

2/d3’U f;tat(v)’l]x = Uy (416)
gilt, sodass diese die grundlegende Eigenschaft des Systems - eine mittlere x-Geschwindigkeit - widerspiegelt.

Wir haben bisher angenommen, dass sich die mittlere Stofszeit 7 durch das ,,Anschalten” der dufieren Kraft
nicht verdndert. Wir werden diese Annahme im néchsten Abschnitt verwerfen und mit Hilfe einer Bilanz-
gleichung untersuchen, ob sich trotzdem ein stationédrer Zustand im System einstellt. Aufferdem haben wir
angenommen, dass die Temperatur im System konstant ist. Diese Annahme wird im iibernéchsten Abschnitt
genauer untersucht.

4.2.2 Bilanzgleichung und nicht-stationirer Zustand

Die Relaxationszeit-Nidherung impliziert, dass die Relaxationszeit 7 eine zeitliche Konstante darstellt. Um
zu verstehen, dass sich im System nach dem ,Einschalten der dufseren Kraft nicht zwingend ein stationirer
Zustand einstellen muss, nehmen wir aufgrund der Symmetrie des Systems an, dass 7 von (u4 — u;) abhéngt.
Ist (u4 —uy) eine Funktion der Zeit, verlassen wir dadurch die Relaxationszeit-Naherung.

Im Folgenden verwenden wir die Notation
o Ut —uy

u B)

(4.17)

Wir wollen zuerst eine Bilanzgleichung fiir den x-Impuls im System aufstellen: Vor einem Zusammenstofs
haben Teilchen mit Spin s im Mittel den x-Impuls (ps ) = 2u,. Direkt nach dem Stofivorgang verschwindet
die mittlere x-Geschwindigkeit und damit der mittlere x-Impuls der Teilchen. Bei jedem Stof wird folglich
im Mittel je Teilchensorte s der x-Impuls
(Apler) = 2u, (4.18)

"vernichtet”. Im Zeitintervall [¢,t + dt] finden im System ~y(u)dt Stofe statt. Fiir den gesamten im Mittel
vernichteten x-Impuls je Teilchensorte s gilt somit

<Ap7sjf;>ges = 2ugy(u)dt. (4.19)
Dem System wird in der Zeiteinheit dt je Teilchensorte s durch die dufere Kraft der x-Impuls ApZ" =
sN Fydt zugefithrt. Um einen stationdren Zustand zu erhalten muss der in einer Zeiteinheit dt zugefiihrte
x-Impuls je Teilchensorte s durch Zusammenstofe wieder “vernichtet” werden. Mit dieser Forderung erhélt
man hinsichtlich des x-Impulses der Teilchensorte s die Bilanzgleichung

(AP ) ges = APSL, (4.20)
bzw. )
Sus7(uw) = NE. (4.21)

Betrachten wir nun den Fall, in dem die Kraft Fy grof genug ist, dass die Teilchen in der Zeitspanne 7 um
ein Vielfaches ihres mittleren x-Geschwindigkeitsbetrags beschleunigt werden, d. h.

For > (Jual). (4.22)

In diesem Bereich wird die Geschwindigkeit der Teilchen durch die aus der Kraft Fj resultierende x-Geschwindig-
keit, dominiert. Da die Teilchensorten in entgegengesetzte x-Richtungen beschleunigt werden, gilt in diesem
Bereich fiir den Relativgeschwindigskeitbetrag der Teilchen bei einem Zusammenstofs ndherungsweise

V| ~ 2u. (4.23)
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Dadurch ist die linke Seite der Bilanzgleichung unter Verwendung von (4.3) und (4.23) proportional zur

Funktion

u?

a2u? ’
14 ¢

f(lul) (4.24)

deren prinzipieller Verlauf in Abbildung (6) visualisiert ist. f(u) und damit die linke Seite der Bilanzglei-

1.2

9(x)

Abbildung 6: Darstellung der Funktion g(z) = 11%, welche das prinzipielle Verhalten von f(Ju|) widerspie-
gelt.

chung (4.21) sind beschrénkt. Bei zu hoher Kraft F kann das Gleichheitszeichen in der Bilanzgleichung
somit nicht mehr gelten. Es wird dann mehr x-Impuls je Teilchensorte s in dt zugefiihrt als “vernichtet” und
die Teilchen werden in x-Richtung immer schneller. Dadurch nimmt die Stofirate immer weiter ab, sodass
es keine Moglichkeit gibt einen stationdren Zustand zu erreichen. Das System befindet sich dann in einem
nicht-stationéren Zustand.

Ist die Bilanzgleichung hingegen erfiillt befinden wir uns nach kurzer Zeit in einem stationfiren Zustand. Die
Stofszeit 7(u) ist damit zeitlich konstant und somit befinden wir uns wieder innerhalb der Relaxationszeit-
Néaherung. Aus der Bilanzgleichung lisst sich dann die bereits zuvor erhaltene Gleichung

1

Fo = () (ur —uy) (4.25)

herleiten. Der Spin-Drag ist wiederum durch % gegeben.

4.2.3 Temperatur im System

Um die Temperatur im System genauer verstehen zu kénnen, betrachten wir ein Teilchen mit Spin s direkt
nach einem Stoft. Wir haben bereits festgestellt, dass die mittlere x-Geschwindigkeit von Teilchen direkt nach
dem Stofs verschwindet. Wir betrachten ein Teilchen mit Spin s, dessen Geschwindigkeit direkt nach einem
Stof in der Umgebung d?v um v liegt. Zu diesem Zeitpunkt hat das Teilchen die kinetische Energie

1
3 [v2 4+ v + 2] (4.26)

Anschliefend bewegt sich das Teilchen im Mittel wahrend der Zeit 7 stoffrei und hat nach dieser aufgrund
der dufleren Kraft die kinetische Energie

Ekin,l =

Bringz = = [(va + sFyT)? + Ui + Uﬁ] ) (4.27)

N~
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Wir fragen uns nach der mittleren kinetischen Energieinderung im Zeitintervall 7. Die Wahrscheinlichkeit
des Teilchens direkt nach dem Stof eine Geschwindigkeit in der Umgebung d3v um v zu haben, folgt der
Maxwell-Boltzmann-Verteilung. Fiir die kinetische Energieinderung im Zeitintervall 7 gilt

1

AEkin = D)

[(ve + sFy7)? — v2] [(FQT)Q + 25F07'vx} . (4.28)

N =

Dadurch gilt fiir die mittlere kinetische Energieinderung eines Teilchens mit Spin s im Zeitintervall 7

N

(AEpin) = (27T)" (For)?. (4.29)

T v ] 1 [(F )2+ 2sF, } !
vy € — — sFyTv, | = =
R o g (VT or 2

Direkt nach dem Stoft hat das Teilchen im Mittel die kinetische Energie

(Bin) = 5 [02) + (03) + (2] (4:30)

() = (vy) = (v3). (4.31)

Die im Mittel zugefiihrte kinetische Energie (AFEj;,) wird durch einen StoRprozess auf alle Freiheitsgrade
verteilt. Dieser Vorgang wird als Dissipation bezeichnet. Da an jedem Stofivorgang zwei Teilchen beteiligt
sind, wird im Mittel je Stofsvorgang die kinetische Energie

2AEpin) = (Fyr)? (4.32)

dissipiert. Im Zeitintervall At finden im ganzen System At Stofse statt. In diesem Zeitintervall erhoht sich
daher die mittlere kinetische Energie im Mittel um

<AEkin,ges> = ’YAt (FOT)2 . (433)

Da die mittlere kinetische Energie des Systems iiber die Relation

(Bin) = 3T (434)

mit der Temperatur zusammenhéngt, erhoht sich diese im Zeitintervall At um
2 2 2.0
AT = gfyAt (For)” = gNFo TAL. (4.35)

Die Annahme einer konstanten Temperatur im System ist folglich eine Naherung, welche fiir

AT 3T
el FPAt — 4.
7 =< 1= FAL < o= (4.36)

hinreichend gut erfiillt ist. Durch kurze Beobachtungszeiten At und kleine Kréfte Fp ist dieses Regime prak-
tisch gut zu realisieren.

Anschlieffend untersuchen wir das System mit einer auf die Kraftschicht begrenzten dufseren Kraft. Dabei
wollen wir dieses zuerst fiir klassische Teilchen beschreiben.
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4.3 Die Scherviskositit
4.3.1 System mit klassischen Teilchen

Um ein Gefiihl fiir die Scherviskositit zu bekommen, betrachten wir zuerst das in Kapitel 2 beschriebene
System mit der zusétzlichen Annahme, dass das Gas aus klassischen Teilchen einer Teilchensorte besteht, die
untereinander ohne Einschrinkung wechselwirken kénnen. In der zuvor eingefiihrten Kraftschicht wirkt auf
die Teilchen die konstante Kraft F in positive x-Richtung. Wie im System aus Kapitel 2 wihlen wir fiir die
Dichte n =1 [m] Das System ist zusétzlich in die positive und negative z-Richtung unendlich

ausgedehnt und hat hinsichtlich der x- und y-Koordinate die bereits beschriebenen periodischen Randbedin-
gungen.

Wir betrachten dieses System und stellen fest, dass der Kraftschicht in der Zeiteinheit dt der x-Impuls
Apzy = Vkskodt = Ad - Fodt (4.37)

zugefiihrt wird. Dabei ist Vi g das Volumen der Kraftschicht und es gilt A = L2. Wir bezeichnen mit (|v,|)
den mittleren z-Geschwindigkeitsbetrag der Teilchen und mit 7 die mittlere Stofszeit, welche wir innerhalb
der Relaxationszeit-Ndherung als einzige relevante Zeitskala betrachten.

Die Kraftschicht sei so diinn, dass sie von den meisten Teilchen ohne zu stofsen durchquert wird:

d < (Jv.|)7 (4.38)

Um der Symmetrie des Systems gerecht zu werden, unterteilen wir dieses in sogenannte Messschichten der
Dicke d, welche parallel zur Kraftschicht liegen (sieche Abb. 7).

Z )\

dus

Abbildung 7: Das System wird in Messschichten unterteilt - Schnitt durch die x-z-Ebene. In der Abbildung
gilt dyrs = d und dgs = d.

Wir notieren mit u(z,t) die mittlere x-Geschwindigkeit der Teilchen in einer Messschicht um z = const.
zur Zeit t. Teilchen, welche die Kraftschicht durchqueren, haben den x-Impuls Foﬁ aufgenommen und

bewegen sich nach dem kurzen Aufenthalt in der Kraftschicht in eine der beiden Messschichten neben dieser.
d soll grofs genug sein, dass in einer Messschicht ein Stoft mit grofier Wahrscheinlichkeit stattfindet, d. h.

d =~ (jv,|)7. (4.39)
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In den Messschichten neben der Kraftschicht stofsen folglich Teilchen, welche zuvor in der Kraftschicht x-
Impuls aufgenommen haben, mit Teilchen in der Messschicht. Da in den Messschichten keine Kraft auf die
Teilchen wirkt, wird bei solchen Stéften im Mittel x-Impuls auf die Teilchen der Messschicht iibertragen. Die
Teilchen in den Messschichten um die Kraftschicht kénnen sich wiederum in andere Messschichten bewegen
und dadurch ebenfalls x-Impuls iibertragen. Es wird folglich x-Impuls in z-Richtung transportiert.

Fiir diesen Transport ist der sogenannte x-Impulsfluss in z-Richtung von Relevanz, um den es im niichs-
ten Abschnitt gehen wird.

4.3.2 Der Impulsfluss

Da das System hinsichtlich einer Spiegelung an der x — y — Ebene symmetrisch ist, behandeln wir im Folgen-
den nur den Halbraum des Systems mit positiver z-Komponente.

Definition 8 Wir betrachten eine zur x — y — Ebene parallele Ebene z = const. und bezeichnen mit
P,(z,t)dtdA den gesamten x-Impuls, welcher im Zeitintervall [¢,¢ + dt] in z-Richtung durch eine Flichen-
einheit dA dieser Ebene transportiert wird. Bei einem Netto-Transport von x-Impuls in positive z-Richtung
sei Py(z,t)dtdA > 0 und in negative z-Richtung P, (z,t)dtdA < 0. P;(z,t) bezeichnet man als x-Impulsfluss
in z-Richtung durch die z = const. Ebene zur Zeit ¢ [6, S. 583 {.].

Um die Frage nach der Zeitabhingigkeit des x-Impulsflusses in z-Richtung zu beantworten, betrachten wir die
Grenze zwischen zwei benachbarten Messschichten, welche wir durch Schicht 1 und Schicht 2 notieren. In die-
sen haben Teilchen die mittlere x-Geschwindigkeit w1 (t) bzw. ua(t). (Jv.|) ist im ganzen System konstant, da
keine Kraft in z-Richtung wirkt. Es treten folglich genauso viele Teilchen von Schicht 1 nach 2 wie von 2 nach
1. Dadurch ist der im Mittel transportierte x-Impuls in z-Richtung zwischen den Schichten proportional zu
|u1(t) —ua(t)|. Erhoht sich die mittlere x-Geschwindigkeit der Teilchen in einer Schicht durch x-Impulszufuhr
in diese, erhoht sich folglich auch der x-Impulstransport in z-Richtung aus dieser. Nach einer bestimmten
Zeit stellt sich folglich in den Messschichten ein stationédrer Zustand ein, d. h. die mittlere x-Geschwindigkeit
u nimmt einen konstanten Wert an. Da die Messschichten unterschiedlich weit von der Kraftschicht entfernt
sind, stellt sich dieser stationidre Zustand zu unterschiedlichen Zeiten ein.

Wir betrachten im Folgenden Messschichten, welche sich so nah an der Kraftschicht befinden, dass sie sich be-
reits in einem stationdren Zustand befinden. In diesen Schichten ist u(z) unabhéngig von ¢. Dadurch ist auch
der x-Impulsfluss in z-Richtung in den betrachteten Messschichten zeitlich konstant. Dies impliziert einen
konstanten Abtransport des in der Kraftschicht zugefiihrten x-Impulses und fiihrt auf die Bilanzgleichung

1 1
Py(2)dtA = 5 Ap.y = 5 AdFydt. (4.40)

Der Faktor % beriicksichtigt die Tatsache, dass x-Impuls sowohl in positive als auch in negative z-Richtung
abtransportiert werden kann.
Wir wollen nun einen Ausdruck fiir den x-Impulsfluss in z-Richtung durch die Ebene z = const. herleiten.
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Alle Teilchen mit Geschwindigkeiten v, > 0 bzw. v, < 0, welche sich in einer Schicht der Dicke |v,|dt unter
bzw. iiber der Ebene z = const. befinden, durchdringen diese in der Zeiteinheit dt von unten nach oben bzw.
von oben nach unten. Die Anzahl der Teilchen, welche die Ebene in der Zeiteinheit dt von unten nach oben
bzw. von oben nach unten durchdringen, ist somit durch

Nuo = f(z,v)vadSUdt mit v, > 0 bzw. Ny, = f(z,v)(f’uz)Ad%dt mit v, < 0 (4.41)

gegeben.Jedes dieser Teilchen triagt den x-Impuls p, = v,. Den gesamten x-Impuls, welcher in der Zeiteinheit
dt durch die Flache A transportiert wird, berechnet man folglich durch Integration iiber alle Geschwindig-
keiten, d. h.

P.(z)dtA z/ NyussoUs —/ Ny Vs (4.42)
v, >0 v, <0

Der Fluss des x-Impulsfluss durch die Ebene z = const. ist folglich durch
P.(z) = /dsv f(z,v)v,v, (4.43)
gegeben [6, S. 583 {.].

Um den x-Impulsfluss in z-Richtung berechnen zu konnen, miissen wir die Form der Verteilungsfunkti-
on f(x,v,t) kennen. Diese kann durch die sogenannte Bahnintegralmethode, welche wir im {ibernichsten
Abschnitt einfiihren, ndherungsweise berechnet werden. Die Methode verwendet das Konzept des lokalen
Gleichgewichts. Mit diesem werden wir uns im néchsten Abschnitt befassen.

4.3.3 Das lokale Gleichgewicht

Wir untersuchen eine der zuvor eingefiihrten Messschichten der Dicke d am Ort z. Wir betrachten diese als
eigenstandiges Untersystem. Die Teilchen in dieser Messschicht haben in der ganzen Schicht die konstante
mittlere x-Geschwindigkeit u(z). Durch Transformation in ein Bezugssystem, in welchem wu(z) = 0 gilt, ist
das System dquivalent zum System ohne dufsere Kraft aus Kapitel 3.3 und strebt dadurch der Gleichgewichts-
verteilung

Fv) = 2aT)  exp [ (.49
= ’/T X i .

P17 or
zu. Wir transformieren anschliefsend zuriick in das urspriingliche Bezugssystem mit u(z) # 0. Das Untersystem
strebt folglich der Verteilungsfunktion

fiv,2) = (ZwT)_% exp {—% (v — u(z))2] mit u := (u(z),0,0) (4.45)

zu. Da wir die Annahme eines eigenstindigen Untersystems getroffen haben, bezeichen wir diese Verteilung
als lokale Gleichgewichtsverteilung [8, S. 456 f.].

4.3.4 Die Bahnintegralmethode

Die Bahnintegralmethode [6, Kapitel 13.3] ist eine Moglichkeit die Verteilungsfunktion f(x,v,t) eines Sys-
tems ndherungsweise zu bestimmen.

Um ein Gefiihl fiir die Methode zu bekommen, betrachten wir als einfithrendes Beispiel eine Menge von k(t)
Teilchen zur Zeit ¢, welche aus drei Teilchentypen besteht. Die Teilchentypen werden durch ihre Eintritts-
zeiten in die betrachtete Menge kategorisiert. Typ ¢ ist zur Zeit t; durch einen Stofs in die betrachtete Menge
gelangt. Sobald ein Teilchen stoft, verldsst es die betrachtete Menge. Nach Definition 3 ist die Wahrschein-
lichkeit, dass ein Teilchen vom Typ ¢ bis zum Zeitpunkt ¢ noch nicht gestofen hat durch P (¢ — t;) gegeben.
Wir bezeichnen mit k;(t) die mittlere Anzahl der Teilchen vom Typ i, welche sich zum Zeitpunkt ¢ in der
betrachteten Menge befinden. Zum Zeitpunkt ¢; seien k;(¢;) Teilchen in die betrachtete Menge eingetreten.
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Da die Wahrscheinlichkeit in der betrachteten Menge ein Teilchen vom Typ 4 zu finden, auf die Gesamtwahr-
scheinlichkeit fiir das Finden eines beliebigen Teilchens normiert sein muss, ist k;(t) durch
P(t—t)

ki(t) = ki(t:) S Pi—1,) (4.46)

gegeben. Die Anzahl k(t) der Teilchen zum Zeitpunkt ¢ ist folglich

t;)

k) = S () = St s (4.47)

Nach diesem einfiihrenden Beispiel betrachten wir nun die Teilchen in der Umgebung d3xd®v um (x,v) zur
Zeit t. Die Bewegung dieser Teilchen sei stofifrei und folgt somit den Newtonschen Bewegungsgleichungen.
Im Folgenden ist die Grofe ¢’ eine beliebige positive Zeitspanne. Zur Zeit to = t — t’ waren alle betrachteten
Teilchen in der Umgebung d3zod3vy um (x0, Vo). Dabei sind xg und vg durch die Angabe von x, v, ¢’ eindeutig
bestimmt, d. h. es gilt

(x0, Vo) = (x0 (x,v,t'),vo(x,Vv,t')). (4.48)

Wir wollen verstehen wie f(x,v,t) entsteht. Dazu nehmen wir an, dass sich die Teilchen in der Umgebung
d3xd3v um (x,v) stoffrei durch den Phasenraum bewegt haben und an jedem Punkt dieser Bewegung Teil-
chen in die Umgebung gestofsen wurden. Durch Stéfse verlassen Teilchen die betrachtete Umgebung wieder.
Mathematisch kénnen wir die Anzahl der Teilchen in der Umgebung dxd3v um (x,v) durch eine kontinuali-
sierte Darstellung von (4.47) beschreiben. In dieser gilt fiir die Anzahl der Teilchen in der Umgebung d3xd3v
um (x,v) zur Zeit ¢

k(t) = f(x,v,t)d>zd>v. (4.49)

Die grundlegende Annahme der Bahnintegralmethode ist, dass die zur Zeit to in die Umgebung d3xod®vg
gestoRenen Teilchen der lokalen Gleichgewichtsverteilung f'(xo,Vvo,to) folgen. In Analogie zu (4.47) gilt
folglich

k/’l(tl) — fl(XO7 Vo, to)d3$0d3’UQ. (450)

Da d*zd®v durch die Newtonschen Bewegungsgleichungen aus d®zod3vo hervorgeht, gilt die Relation (3.3),
d. h.
Brod3vy = d*xd®v. (4.51)

Alle moglichen Typen in f(x,v,t), welche durch ihre Eintrittszeit ¢, charakterisiert sind, werden statt durch
Summen iiber i und j durch Integrale iiber ¢ty und ¢ beriicksichtigt.

In Abschnitt 3.2.1 haben wir hergeleitet, dass die Wahrscheinlichkeit eines Teilchens nicht zu stofsen mit
der Zeit exponentiell abnimmt. Folglich haben Teilchen, welche zu einer Zeit typ mit tg < t — 7 in die Um-
gebung d*zod3vg um (xo,ve) gestoken wurden, keinen Einfluss auf die Verteilungsfunktion zum Zeitpunkt
t, da sie mit sehr hoher Wahrscheinlichkeit bereits wieder gestoffen haben und sich somit nicht mehr in der
Umgebung d3zd®v um (x,v) befinden. Die Wahl des Startzeitpunkts der Bewegung durch den Phasenraum
ist daher physikalisch nicht relevant, solange ts¢q.+ < t — 7 gilt. Um ein mathematisch einfaches Problem zu
erhalten wéhlen wir ¢4+ = —00, sodass —oo < tg < t gilt. Die Verteilungsfunktion f(x,v,t) wird analog zu
(4.47) folglich durch

t P(t—t,)
x,v,t d3md3v:/ dto fl(x0, vo, to) ————
f( ) N 0 f'(x0,Vvo O)fioodtp(t*a

beschrieben. Innerhalb der Relaxationszeit-Ndherung ist nur eine mittlere Stofizeit = relevant und es gilt der
in (3.14) abgeleitete Ausdruck fiir P, d. h.

dBad®v (4.52)

' ! e 7=t ' I 1 1t
f(X,V,t) :/ dto f (XO,VO,tO)w :/ dto f (XO,VO,tO);@ T 0/, (453)
—o0 o [ —oo
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Mit Hilfe der Substitution
t'=t—ty= —dt' = di (4.54)

erhalten wir daraus

o0
1 147
f(x,v,t)z/ dt'fl(xo,vo,t—t');e_?t. (4.55)
0

Die lokale Gleichgewichtsverteilung f!(xo,vo,t — ') hiingt nach (4.48) auch iiber o und v von t' ab. Wir
verwenden daher die mathematische Schreibweise

fxo,vo,t —t') = fL[t]. (4.56)

Somit gilt fiir die Verteilungsfunktion durch partielle Integration

f(xvt):/oodt’fl[t’]l* =—flt)e Ve + / dt’ il (4.57)
» ¥y 0 = dt/ :
Aus der Definition von x und v folgt f'[0] = f!(x, v,t), sodass wir letztendlich zum Ausdruck
!
f(x,v,t) = fl(x,v,t)+/ dt’ dfdt[ 1e- (4.58)
0

gelangen.

Mithilfe dieser Darstellung fiir f(x,v,t) ldsst sich P,.(z) berechnen. Dieser Aufgabe widmen wir uns im
néchsten Abschnitt.

4.3.5 Berechnung der Scherviskositét
Die folgende Berechnung der Scherviskositit orientiert sich an [6, S. 597 f.].

Um die gesuchte Verteilungsfunktion f(z,v) des Systems aus Abschnitt 4.3.1 zu erhalten, miissen wir zuerst

den Ausdruck dt[/ | fiir dieses System berechnen. Dazu fiihren wir die Substitution ¢ — ¢ — tg durch:
A df = to] _ I Ta 2
- =~ @nT) F exp | g (vo - — - 4.59
a dts —(27T) "% exp 57 (Vo —u(20)) 7\ a7 (vo — u(z0)) (4.59)

Dabei ist vg die Geschwindigkeit und zg der Ort aus der stofifreien Bewegung, wodurch fiir diese die Newton-
schen Bewegungsgleichungen gelten. Es wurde bereits erldutert, dass Teilchen, welche zur Zeit tg <t — 7 in
das Volumenelement d®zod3vg gestoen sind, sehr wahrscheinlich keinen Einfluss auf die Verteilungsfunktion

l
f(z,v) haben. dt[, | kann folglich fiir ' > 7 n&herungsweise in der Integration (4.58) vernachlissigt werden.

Im Folgenden beschreiben wir Teilchen welche sich in der Zeitspanne vom letzten Stofs bis zum Zeitpunkt ¢

an Orten mit der z-Koordinate groféer befunden haben. Da diese Zeitspanne von der Gréfsenordnung 7 ist
und sich die Teilchen zum Zeitpunkt ¢ am Ort x = (z,y, z) befinden, muss dadurch

~{oulr > 3 (4.60)

gelten. Fiir solche Teilchen nehmen die Newtonschen Bewegungsgleichungen in der Zeitspanne t' die Form

dvo du(zo) 0u(zo) dzo du(zo)
- = = 4. 1
dto 0 und dto 820 dto aZO vz ( 0 )
an, insbesondere gilt
vo = v(tg) = v(t) = v = const. (4.62)
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Dadurch kénnen wir 4[] durch

dat’
df! [t'] 1, ou(zp)
T f?f (20, V) (ve — u(20)) D7 v, (4.63)
ausdriicken.
Wir machen die Annahme, dass sich ein Teilchen in der Zeitspanne ¢’ fiir ¢’ < 7 in einem Bereich hinsichtlich
der z-Koordinate aufhélt, in dem %ZZO") nahezu konstant ist, d. h.
0?u(zo) du(zo)
3 “0) 4.64
e (1.69)

gilt. Diese Annahme ist fiir kleine Storungen des Systems, d. h. Kréfte mit Fym < (|v,|) hinreichend gut
erfiillt. Dadurch gilt in der Zeitspanne ¢’

Ou(zo)  Ou(z)

o ~ =, und u(zg) ~ u(z) (4.65)
und somit ™ du(2)
ale'l 1, u(z
ar Tf (2, v)(vz — u(z)) 92 Vz- (4.66)
Dieser Ausdruck ist unabhéngig von ', wodurch mit (4.58)
1
f(z,v) = fi(z,v) — Tfl(z, v)(vy — u(z))agiz)vzr (4.67)

gilt. Dadurch haben wir die Moglichkeit einen Ausdruck fiir P,(z) zu erhalten:

P.( /d3vf 2, V)0 = /dsvf (2, V)U 0, — { /d3vf 2,v) (va — u(2)) v2v, ag(j) (4.68)
Da das erste Integral verschwindet, gilt
_ |\ 3., ¢l _ 2 Ou(z)
P.(z) = {T /d v fi(z,v) (v —u(z)) vzvm} 9 (4.69)
Wir kénnen deshalb P, (z) in der Form
ou(z)
P.(z) =— 4.
(2) = —n—5" (4.70)
mit
n= %/d% Uz, v) (vp — u(2)) v, (4.71)
schreiben.

Definition 9 Gilt die Relation P,(z) ~ 815(;), beschreibt n die Proportionalititskonstante dieser Relati-
on. n wird als Scherviskositit bezeichnet [6, S. 554 fL.].

Der im System stattfindende Transport von x-Impuls in z-Richtung von der Kraftschicht in den iibrigen
Teil des Systems wird folglich unter anderem durch die physikalische Grofe der Scherviskositéit charakteri-
siert. Bei der Scherviskositdt handelt es sich um einen Transportkoeffizienten.

In der Herleitung der Gleichung (4.70) haben wir zahlreiche Annahmen gemacht. Die dabei wichtigste An-
nahme ist, dass die dufere Kraft in der Kraftschicht nur eine kleine Stérung des Systems ohne dufsere Kraft

darstellt. Diese Storung des Systems hat einen x-Geschwindigkeitsgradienten im System, d. h. den Term Dulz)

0z
zur Folge. Aufgrund des Konzepts der Linear Response, sollte 6“—(2) proportional zur Stérung des Systems

sein. Man kann davon ausgehen, dass die Stérung proportional zur Kraft Fy und zur Dicke d der Kraftschicht
ist. Da aufgrund von Gleichung (4.40) P.(z) ~ Fod gilt, ist das Ergebnis P.(z) ~ 675—(;) und die Tatsa-
che, dass es sich bei der Proportionalitdtskonstanten um einen Transportkoeffizienten handelt, deshalb nicht

verwunderlich.
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Abschliefsend wollen wir die explizite Form von 7 erhalten und fithren dazu die neue Variable
U=v, —u(z) (4.72)

ein. Mit dieser nimmt die lokale Gleichgewichtsverteilung die Form

_3 1
iU vy, 0,) = (27T) 7% exp [ﬁ (U? + v; + vﬁ)} (4.73)
an und es gilt die Relation
afl(U,’Uy,vz) B 1 1
- U - 7?]“5((]7 Uy,’l)z)U. (474)

Dadurch gilt fiir die Scherviskositét

l
n= —T/dS’Uaf(Ué# VUy = —T/d’l}z /dvy /dva . vy’%)vx. (4.75)

Wir fiithren einen Variablenwechseln von v, nach U durch und erhalten mit Hilfe partieller Integration

afl(UavyaUz) o afl(Ua Uyavz)
/dvx oy —/dUT(U—i—u /de (U, vy, vz). (4.76)

Dadurch erhalten wir fiir die Scherviskositat

77=T/d’UZ vf/dvy /del(U,Uy,vz) =7T. (4.77)

Physikalisch macht dieses Ergebnis Sinn: Ein Teilchen hat im Mittel die Geschwindigkeit (|v,|) in positi-
ve z-Richtung. Nach einem Stoff in einer Schicht nimmt ein Teilchen im Mittel die x-Geschwindigkeit an,
welche in dieser vorherrscht. Bei einem Stoft gibt ein Teilchen folglich im Mittel x-Impuls ab, da die mittle-
re x-Geschwindigkeit in den Schichten mit positiver z-Richtung abnimmt. Das Teilchen kann also x-Impuls
schneller in positive z-Richtung transportieren, wenn es auf dem Weg moglichst selten stofit. Ein Maf fiir den
stolifrei zuriickgelegten Weg in positive z-Richtung ist die mittlere freie Weglinge in z-Richtung [, . Diese
kann durch

I, = (Ju|)7 (4.78)

beschrieben werden. Der mittlere z-Geschwindigkeitsbetrag wird durch die Maxwell-Boltzmann-Verteilung
beschrieben, sodass

{Jusl) ~ VT (4.79)

gilt. Auerdem erfolgt der x-Impulstransport schneller, wenn der mittlere z-Geschwindigkeitsbetrag des Teil-
chens hoher ist. Fiir den x-Impulsfluss in z-Richtung gilt daher

Po(2) ~ L {Jv|) = (Jv. )27 ~ 7T. (4.80)

Nach dieser Beschreibung des Systems mit der Voraussetzung klassischer Teilchen, erfolgt im nichsten Ab-
schnitt die Untersuchung des Systems fiir ein zweikomponentiges Fermigas.
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4.4 Die Spin-Scherviskositit
4.4.1 Mikroskopische Betrachtung und die Zerfallslinge

Wir betrachten das in Kapitel 2 beschriebene System. Die Kraftschicht sei so diinn, dass Teilchen beim
Durchqueren dieser mit hoher Wahrscheinlichkeit nicht stoffen. Fiir die Dicke der Kraftschicht d gilt folglich
wie zuvor

d < (Jv.])7. (4.81)

Wir unterteilen unser System wieder in zur Kraftschicht parallele Messschichten, welche aber in diesem Fall
die gleiche Dicke d wie die Kraftschicht haben. Teilchen, deren Ort eine negative bzw. positive z-Komponente
aufweist, haben die Moglichkeit die Kraftschicht von unten nach oben bzw. von oben nach unten zu durch-
dringen und damit x-Impuls zu transportieren. Im Folgenden beschrinken wir uns auf den Transport von
x-Impuls in den Halbraum iiber der Kraftschicht, da der Transport in den Halbraum unterhalb der Kraft-
schicht aufgrund der Symmetrie des Systems analog beschrieben werden kann.

Wir betrachten ein Teilchen mit Spin s, welches sich zur Zeit ¢t am Ort x = (z,y, 2) mit z > & befindet. Die
Wahrscheinlichkeit, dass dieses Teilchen eine Geschwindigkeit in der Umgebung dv, hat ist durch

P(v,)dv, = (27rT)7% exp (%v ) dv, (4.82)

gegeben. Wir nehmen an, dass ein Teilchen nach einem Stofs fiir den mittleren x-Impuls in einer Mess-
schicht keine Relevanz hat. Der letzte Stofs des betrachteten Teilchens habe im Zeitintervall dty um ¢ty am
Ort xo = (20, Yo, 20) stattgefunden, wobei die Wahrscheinlichkeit P(zg)dzo hierfiir mit (3.15) innerhalb der

Relaxationszeit-Néherung durch
1 — d
Z°> dto = ~ exp <’Z ZO) =0 (4.83)

z TV, Uz

1
P(z0)dzp = — exp <
T

gegeben ist. Damit das Teilchen in der Kraftschicht x-Impuls aufnehmen kann muss zy < f% und v, > 0
gelten, d. h. das Teilchen hat die Kraftschicht von unten nach oben durchquert ohne auf dem Weg von zg
bis z zu stofsen. Das Teilchen hat sich dann in einer Zeitspanne der Linge % in der Schicht aufgehalten und

dadurch den x-Impuls ps, = sFO— aufgenommen. Dabei vernachléssigen wir aufgrund der Voraussetzung
(4.81) die Fille, in denen das betrachtete Teilchen das letzte Mal in der Kraftschicht gestoflen hat. Fiir den
Erwartungswert der x-Geschwindigkeit us(z) unseres betrachteten Teilchens mit Spin s gilt somit

0
z) = /vz>0 dv, [m dzo P(z0)P(v3)ps,» (4.84)

bzw.

_1 1 1 0 1 -
us(z) = (2nT)" 2 sFyd dv, — exp (——UQ) / dzo exp (—Z ZO) dzo. (4.85)
T

0.0 Vs 2T o TV, .

Durch Berechnung des zweiten Integrals erhilt man

us(z) = (2nT) "2 sFod/ dv, + exp (%f) exp < & ) . (4.86)

v, >0 Uy TV,

Aufgrund der Symmetrie des Systems folgt daraus

— _1 1 1
u(z) = % = (277T) > Fod/ dv, — exp <ﬁv§> exp (

v, >0 Uz

T’Z : ) : (4.87)

Der allgemeine Verlauf dieser nicht analytischen Funktion ist in Abbildung (8) visualisiert.
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Abbildung 8: Darstellung der Funktion f(z) = [1°

o dT 3 exp (7992) exp (75), welche das prinzipielle Verhalten
von u(z) beschreibt.

Wir wollen eine Naherung fiir u(z) finden, welche fiir Messschichten an Orten mit z > 7(|v,|) gilt.
Da Teilchen mit einem z-Geschwindigkeitsbetrag |v.| > (|v.|) dufierst selten sind und diese aufgrund der
kurzen Aufenthaltsdauer in der Kraftschicht nur einen geringen x-Impuls transportieren, ist der Effekt des
xImpulstransportes durch schnelle Teilchen in die Schicht um z vernachlissigbar. Der Grofsteil des x-Impulses
in einer Messschicht um z hat seinen Ursprung in Teilchen, deren letzte Stofszeit weit iiber der mittleren
Stofzeit 7 liegt. Wir machen die Nadherung, dass alle Teilchen, welche x-Impuls in eine Messschicht mit
z > 7{|v,|) transportiert haben, den z-Geschwindigkeitsbetrag (|v.|) haben. Diese Niherung wird in die
Funktion u(z) implementiert, indem im Integral der Term

verdndert wird. Die Funktion exp ( ﬁ) beschreibt die Wahrscheinlichkeit, dass sich ein Teilchen, welches

T

im Mittel den z-Geschwindigkeitsbetrag (|v.|) hat, ohne zu stoffen vom Bereich unter der Kraftschicht bis zum
Ort z bewegt hat. ﬁ% driickt den im Mittel in der Kraftschicht erhaltenen x-Impulsbetrag des Teilchens

aus. Um die Normierung der Wahrscheinlichkeit sicherzustellen, bleibt der Term exp (—5-v2) unberiihrt.
Daraus resultiert

u(z) ~ (27T) "% %exp <ﬁ) /@0 dv, exp <%02) = %%exp (ﬁ) . (4.89)

Fiir die durchgefiithrten Ndherungen war die Tatsache, dass wir nur Messschichten an Orten z >> 7(|v,|) be-
trachten essentiell. In den Messschichten nahe der Kraftschicht befinden sich Teilchen, welche den Weg von un-
terhalb der Kraftschicht bis zur Messschicht stoffrei durchquert haben, aber einen niedrigen z-Geschwindigkeits-
betrag aufweisen, d. h. |v,| < {|v.|). Diese Teilchen haben sich langsam bewegt und fiihren einen vergleichs-
weise hohen x-Impuls mit sich. Sie kdnnen folglich nicht mehr vernachlassigt werden. Daraus resultiert, dass
die exakte Funktion wu(z) fiir z < 7(|v.|) stark von der N&herung durch die Exponentialfunktion abweicht.

Das Verhalten von u(z) kann fiir z > 7(|v,|) durch die sogenannte Zerfallslinge x qualitativ beschrieben
werden:

u(z) ~ exp (%z) (4.90)

Fiir unser System gilt folglich x = 7(|v.|) = [., wobei [, die mittlere freie Wegliinge in z-Richtung darstellt.
Fiir die Zerfallslinge gilt somit

f~ VT (4.91)
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Dieses Verhalten wird spédter durch die numerische Beschreibung des Systems iiberpriift.

Wir haben bisher angenommen, dass sowohl die Temperatur als auch die mittlere Stofszeit zeitlich konstante
GroRen sind. Aquivalent zum Abschnitt iiber den Spin-Drag ist dies fiir eine hinreichend kleine Storung des
Systems im Vergleich zum System ohne dufsere Kraft und eine relativ kurze Beobachtungsdauer des Systems
erfiillt. Da die dufsere Kraft nicht im ganzen System wirkt, kann man annehmen, dass die Bedingung einer
kleinen Storung fiir Fy74 < (|v,|) gilt. Ist diese erfiillt, entspricht die mittlere StoRzeit im System der mitt-
leren Stofizeit im System ohne duflere Kraft.

Nun wollen wir einen Ausdruck fiir den x-Impulsfluss in z-Richtung fiir das behandelte System finden.

4.4.2 Impulsfluss und Spin-Scherviskositit

Wir betrachten den x-Impulsfluss in z-Richtung durch eine Ebene z = const. mit z > 7(|v.|). Dabei sind
nur Teilchen mit v, > 0 von Bedeutung, da andere keinen x-Impuls mitfithren. Im Mittel durchstrémen in
der Zeiteinheit dt alle Teilchen im Volumenelement (|v,|)dtA die Ebene mit Fliche A. Der gesamte in der
Zeiteinheit dt durch die Flache A transportierte x-Impuls bezogen auf Teilchen mit Spin s ist somit durch

P »(z)dtA = %s<|vz|>thu(z) (4.92)
gegeben. Mit Hilfe der Relation
u(z) = —(Ju.) az(;(zz) (4.93)
gilt somit
ou(z)
Py o(2) = —2s7(|v.)? 4.94
() = — (oS5 (199)
bzw. du(z) )
S T 2
Ps,x(Z)_ 87s 92 mit 7, 2T<|Uz|> . (4.95)

Aquivalent zum einkomponentigen System kann folgende Definition formuliert werden.

Definition 10 Gilt die Relation P ,(z) ~ sag(j), beschreibt 7, die Proportionalititskonstante dieser Rela-

tion. ns wird als Spin-Scherviskositdt bezeichnet.

In Abschnitt 4.3.5 haben wir die Scherviskositéit physikalisch erklédrt. Diese Anschauung ist dquivalent auf die
Spin-Scherviskositiit {ibertragbar, sodass es nicht verwunderlich ist, dass aufgrund der Relation (|v,[)> ~ T

ns ~ 1T (496)
gilt.

Auch die Erkldrung der Proportionalititsrelation mit dem Konzept der Linear Response ist auf die Spin-
Scherviskositét ibertragbar.

Nach der theoretischen Behandlung unseres Systems in den vorangegangenen Kapiteln beschiftigen wir uns
im zweiten Teil der Arbeit mit der Untersuchung des Systems mittels einer Computersimulation.
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5 Numerische Analyse

5.1 Die Computersimulation - Grundlagen und Aufbau
5.1.1 Verteilungsfunktion und Testteilchen

Die folgenden Abschnitte orientieren sich an [2].

Die numerische Modellierung des Systems aus Kapitel 2 ohne wirkende Kraft wurde von meiner Betreue-
rin Dr. Olga Goulko implementiert [2]. Die Grundideen dieser Computersimulation sind die folgenden:
Da wir das System semiklassisch beschreiben, hat jedes Teilchen zu jedem Zeitpunkt ¢ einen Ort und einen
Impuls und bewegt sich auf einer durch die klassische Mechanik beschriebenen Bahn. Zwei Teilchen stoflen
wenn die klassische Stofbedingung

md%,, <o (5.1)
erfiillt ist. Dabei ist dy,i;, der durch die Newtonschen Bewegungsgleichungen gegebene, minimal mdgliche
Abstand zwischen den zwei Teilchen und o der quantenmechanische totale Wirkungsquerschnitt aus (2.6).

Die Verteilungsfunktion fs(x,v,t) wird innerhalb der Computersimulation durch §-Funktionen approximiert,
d. h.

N
~ J A
Folevit) = Folxv,t) = =257 60 (x — ()6 (v — vi(8)). (5.2)
Ns o
Fiir jedes Teilchen mit Spin s existieren dabei 10 sogenannte Testteilchen, um die Genauigkeit dieser Néherung
zu steigern. Ny ist die Anzahl dieser Testteilchen, d. h.

N, = 10N,. (5.3)

In der Approximation der Verteilungsfunktion sind x;(¢) und vi(t) der Ort und die Geschwindigkeit eines
Testteilchens i mit Spin s. Die Form von f,(x, v, t) ist so gewéhlt, dass die Normierung der Verteilungsfunktion
erfiillt ist:

/ P / o fu(x,v,1) = N, (5.4)

Durch die Einfiihrung der Testteilchen verdndern sich physikalische Grofsen. Der neue totale Wirkungsquer-

schnitt & lasst sich in der Form N
0O=0— 5.5
N (5:5)

darstellen und die klassische Streubedingung (5.1) veréndert sich zu

2
dein

<a, (5.6)

wobei sich d,,;, nun auf zwei Testteilchen bezieht. Dabei haben wir die Notation ) N, = N verwendet.

Im Folgenden behandeln wir die numerische Zeitentwicklung des Systems unter Beachtung von Stofen.

5.1.2 Zeitentwicklung und Stoéfie

Zu Beginn der Simulation werden die Teilchen nach der Maxwell-Boltzmann-Verteilung anhand einer vorgege-
benen Temperatur initialisiert. Wie in der numerischen Simulation physikalischer Systeme iiblich, entwickelt
sich das System in Zeitschritten At, d. h. die Zeit wird diskretisiert. Wahrend At bewegen sich alle Teilchen
ohne Stofe nach den Newtonschen Bewegungsgleichungen.

Nach jedem Zeitschritt werden die Stofse berechnet und ausgefiihrt. Da jedes Teilchen mit Spin s mit allen

Teilchen mit Spin s stofen kann, miissen theoretisch zu jedem Zeitpunkt ¢; alle NT;NL = % ~ N2 Teilchen-
paare hinsichtlich dem Erreichen von d,,;, und dem Erfiillen der klassischen Streubedingung (5.6) untersucht
werden. Man kann diesen grofsen Rechenaufwand umgehen, wenn man beachtet, dass & beschrankt ist:

N
0<6< ﬁ47ra2 (5.7)
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Nach der klassischen Streubedingung (5.6) ist der maximale Abstand, den Teilchen fiir eine Streuung haben
diirfen, durch d,q. = 2a4/ % = /0.4a gegeben.

Wir unterteilen das System in ein Gitter, dessen Elementarzelle einen Wiirfel der Kantenlinge d,,q, dar-
stellt. Betrachten wir ein Teilchen T mit Spin s, so befindet sich dieses zu einem bestimmten Zeitpunkt ¢;
in einer bestimmten Zelle Z. Ein Stofs von T ist zu diesem Zeitpunkt nur mit Teilchen der Teilchensorte s
moglich, welche sich in dem kugelférmigen Volumen %ﬂd?mx um T befinden. Dieses Volumen wird durch die
26 um Z verteilten Zellen und der Zelle Z vollsténdig abgedeckt. Um die mdoglichen Stofe von T zu berechnen
ist es daher ausreichend in jedem Zeitschritt nur die Teilchen in der Zelle Z und den umliegenden Zellen zu
betrachten, wodurch der Rechenaufwand deutlich reduziert wird.

Dabei haben wir nicht beachtet, dass sich die Teilchen in At bewegen und es somit zu Situationen kommen
kann, in welchen Stéfse mit Beteiligung sehr schneller Teilchen nicht beachtet werden. Um diesen Fehler zu
minimieren wird At klein und d,q, groker als v/0.4a gewihlt.

Im Folgenden wollen wir die numerische Umsetzung des Stofvorgangs zweier Teilchen A und B, welche
wie in Abschnitt 3.2.2 definiert sind, genauer betrachten. Zwei Teilchen stofen zum Zeitpunkt ¢;, wenn der

minimale Abstand d,,;, zwischen A und B zum Zeitpunkt t,,;, € {ti — %,ti + %} erreicht wird. Ist diese

Bedingung erfiillt, werden die Teilchen um At,,;, zum Zeitpunkt des minimalen Abstands propagiert, stofen
dort und werden um At,,;, zum urspriinglichen Zeitpunkt ¢; zuriickpropagiert. In (3.22) bzw. (3.18) ha-
ben wir bereits die Relativ- und Schwerpunktsgeschwindigkeitserhaltung gezeigt. Beruht die Wechselwirkung
zwischen A und B zusétzlich, wie wir im Folgenden annehmen wollen, auf einem rotationssymmetrischen
Potential, 14sst sich leicht zeigen, dass auch der relative Drehimpuls vor bzw. nach dem Stofs

Lyet = X x Vbzw. L., =X x V’ (5.8)
eine Erhaltungsgrofe darstellt, d. h.
Ly = L. (5.9)

Dabei haben wir die Relativkoordinaten vor bzw. nach dem Stof
X =x —xg bzw. X' = x] — x5, (5.10)

die den Ort des Teilchens A im Ruhesystem von Teilchen B beschreiben, verwendet. Falls Lye # 0 ist, exis-
tiert folglich eine Ebene aufgespannt durch X und V, in der sich sowohl X’ als auch V' befinden miissen.
Wir haben bereits gezeigt, dass V' durch eine Drehung aus V hervorgeht. Zusétzlich ist nun die Drehachse,
nimlich Lye festgelegt. Im Fall Ly # 0 wird der Drehwinkel in der Simulation zufillig bestimmt. Da sich
|X| nicht verdndern soll, wird X’ um die selbe Drehachse und um den selben Winkel gedreht. Auferdem
soll der Schwerpunkt S wihrend der Drehung erhalten sein. Da sich die Ortskoordinaten nach dem selben
Schema wie die Geschwindigkeitskoordinaten durch Schwerpunkt und Relativkoordinaten beschreiben lassen,
sind die neuen Koordinaten (x},v}) und (x5,v5) durch die geforderten Erhaltungen eindeutig festgelegt.
Im Fall Lye; = 0 werden zwei Drehwinkel zuféllig bestimmt und die selben Erhaltungen gefordert.

Im néchsten Abschnitt wird eine Moglichkeit erlautert, die richtige Groe des Zeitschritts At abzuschét-
zen.

5.1.3 Bestimmung des Zeitschritts

Im vorherigen Abschnitt wurde erwédhnt, dass durch die Unterteilung des Systems in Zellen Teilchen nicht
beachtet werden. Bei Stofsen zwischen Teilchen mit hohen Relativgeschwindigkeitsbetrigen konnen sich diese
vor und nach dem Zeitschritt in nicht benachbarten Zellen befinden. Diese Stofle werden somit nicht be-
riicksichtigt. Da fiir hohe Relativgeschwindigkeitsbetrige der totale Wirkungsquerschnitt klein ist, spielt der
Fehler keine zu grofie Rolle, ist aber trotzdem nicht vernachléssigbar.
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Je kleiner der Zeitschritt, desto grofer ist der Relativgeschwindigkeitsbetrag von Teilchen, die nicht be-

riicksichtigt werden. Der Zeitschritt darf aber nicht zu klein gewihlt werden, denn dadurch entwickelt sich
das System sehr langsam, wodurch der Zeitaufwand je Simulation ansteigt. Aufferdem kénnen bei einem zu
kleinen Zeitschritt Teilchen in mehreren aufeinanderfolgenden Zeitschritten wechselwirken, sodass sich mehr
Stofke ergeben, als eigentlich vorkommen.
Im System ohne dufsere Kraft ist es mit Hilfe von Mathematica moglich den theoretischen Wert fiir die Streu-
rate v mittels (3.46) zu berechnen. Wir fithren deswegen die Simulation fiir unterschiedliche Zeitschritte durch
und vergleichen die Streurate aus der Simulation mit der theoretisch berechneten Streurate. Der Zeitschritt
sei im Folgenden so klein gewahlt, dass die Abweichung der Streurate in der Simulation von der theoretischen
Streurate weniger als 2% betrégt.

5.1.4 Einheiten in numerischen Systemen

Prinzipiell arbeitet die Simulation mit einheitenlosen Zahlen. Die Messergebnisse sollten deshalb keine Ein-
heiten aufweisen, d. h. durch Gréfsen ausgedriickt werden, welche die selbe Einheit besitzen. Mogliche Skalen
zu verschiedenen physikalischen Grofen sind in Tabelle (1) aufgefiihrt.

| Physikalische GroRe | Mogliche Skala | Wert der Skala |
Energie Fermi-Energie Ep Bp=1(3%)"
Temperatur Fermi-Temperatur Tr Tr = Ep = % (37r2) ¢
T
- - . 1 o1 _ ~3
Lénge inverser Fermi-Wellenvektor - | +~ = N (37r2) 13
Geschwindigkeit Fermi-Geschwindigkeit vp vp =/ 2EF:(37r2) 3
—z
Zeit Fermi-Zeit tp tp = kFlvp :(37r2) 3
Kraft Fermi-Kraft Fp Fp = ¥ = (377)

5.2 Bestimmung des Spin-Drags
5.2.1 Vorgehensweise

Es soll die Abhangigkeit des Spin-Drags von Temperatur und mittlerer Stofizeit untersucht werden. Dazu
wird das in Abschnitt 4.2.1 beschriebene System numerisch analysiert.

Fiir die stoffreie Bewegung der Teilchen sind in der Computersimulation die Newtonschen Bewegungsglei-
chungen implementiert. Diese werden um den Einfluss der Kraft (2.4) mit d = L erweitert. Die Simulation
enthilt einen Algorithmus, der die mittleren x-Geschwindigkeiten u4(t;) und w(¢;) der beiden Teilchensorten
zu jedem Zeitpunkt ¢; in eine Datei ausgibt. Daraus kann mit Hilfe von (4.17) wu(t;) berechnet werden. Die
mittlere Streurate wird am Ende der Simulation berechnet und in eine Datei ausgegeben.

In Abschnitt 4.2.1 wurde gezeigt, dass sich fiir ausreichend kleine Kriifte Fy stationire Zustinde einstel-
len, deren Streurate ndherungsweise durch die Formel fiir die Streurate im System ohne &ufere Kraft (3.46)
berechnet werden kann. Mit Hilfe von Mathematica wird die Streuldnge « fiir eine bestimmte Temperatur T’
so gewdhlt, dass fiir jeden Wert der mittleren Stofzeit 72 € {9.57,10.63,11.96,13.67} 10 verschiedene Wer-
te fiir die Temperatur % €{1,2,3,4,5,6,7,8,9,10} moglich sind. Zu jedem der 40 Parameterpaare (7,7
ergibt sich ein Messwert.
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Anschliefiend muss ein passender Wert fiir die Kraft Fy gewéhlt werden, sodass sich ein stationédrer Zustand
einstellt und die Streurate aus dem System ohne Kraft der Streurate in diesem System entspricht. Dazu muss
nach Abschnitt 4.2.2 (|vy|) > Fy7 gelten. Sind die Voraussetzungen fiir einen stationfren Zustand erfiillt,
steigt u zuerst stark an und erreicht nach kurzer Zeit einen konstanten Wert. Da u eine statistische Grofe ist,
erwarten wir Fluktuationen dieser. Die Kraft Fiy muss grofs genug sein, um ein u hervorzurufen welches sich
deutlich von seinen Fluktuationen unterscheidet. Der Wert 5—2 ~ 0.0034 erfiillt alle Voraussetzungen und wird

im Folgenden als Parameter verwendet. Insbesondere gilt fiir dieses Fy und die gew#hlten Parameterpaare
(,T)

(<|””|>)mm ~ 122> 1. (5.11)

F()T

Dass die sorgfiiltige Wahl des Parameters Fy wichtig war, zeigt die Darstellung von u(t) und der dazugeho-

rigen Streurate y(t) in Abbildung (9). Dabei wurden die Parameter so initialisiert, dass % < 1 gilt. In
Abschnitt 4.2.2 wurde erkldrt, dass die Streurate in einem nicht-stationfiren Zustand abnimmt. Dies wird
durch Abbildung (9) bestéitigt.

2. ‘
> u(d)
_ (1/1000)*y(t) —— -
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Abbildung 9: Nicht-stationdrer Zustand - u(t) strebt keinem konstanten Wert zu und ~y(¢) verringert sich mit
der Zeit.

Zu jedem Parameterpaar (7,7) werden 50 Simulationen durchgefiihrt, um die Fluktuationen von wu(t) zu
reduzieren. In Abbildung (10) ist u;(¢) fiir eine dieser Simulationen i dargestellt. Wie die Theorie zeigt, steigt
u;(t) zuerst stark an und fluktuiert nach kurzer Zeit um einen konstanten Wert. Ein von mir geschriebenes
Programm berechnet fiir jeden Zeitpunkt ¢; den Mittelwert @ aus allen 50 Simulationen, d. h.

1 50
alty) = 55 > uilts): (5.12)

Die Fluktuationen von %(t) sind im Vergleich zu denen von w;(t) deutlich verringert, wie sich in Abbildung
(10) zeigt. Aukerdem berechnet das Programm den Mittelwert der Streurate und dessen Fehler aus den 50
Simulationen. Der konstante Wert, um den u(t) nach kurzer Zeit fluktuiert, wird durch eine Mittelung von
a(t) iber die Zeit berechnet. Dazu wird der starke Anstieg zu Beginn der Simulation nicht berticksichtigt,
d. h. es wird ein Zeitwert, der sogenannte Cut-Off tco, festgelegt, ab dem die zeitliche Mittelung beginnt.
Den Wert des Cut-Offs kann man durch Betrachtung des Verlaufs von u(t) abschétzen. Nach der zeitlichen
Mittelung erhélt man den Mittelwert (@), welcher fiir ein bestimmtes Parameterpaar in Abbildung (10)
visualisiert ist.
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Abbildung 10: @ (t), w;(t) und der zeitliche Mittelwert (@)¢

Neben dem zeitlichen Mittelwert (@): berechnet das Programm auch dessen Fehler, mit der Annahme, dass
die Messpunkte @(t;) statistisch unabhéngig sind. Tatsdchlich sind die Messpunkte nicht statistisch unab-
hiéngig, wodurch der Fehler stark unterschiitzt ist. Deswegen wird fiir einzelne Parameterpaare (7,7) eine
sogenannte Blocking-Analyse durchgefiihrt [5]. In dieser werden jeweils n benachbarte Messwerte zu einem
sogenannten Block zusammengefasst. Anschliefend wird der Mittelwert, aller Messwerte in einem Block be-
rechnet und dieser als neuer Messpunkt iibernommen. Aus diesen neuen Messwerten wird ein Mittelwert
und der Fehler des Mittelwerts berechnet. Bei korrelierten Messwerten zeigt der Fehler das in Abbildung
(11) visualisierte Verhalten. Mit wachsendem n steigt er zuerst stark an, erreicht aber ab einer bestimmten
Grofenordnung von n ein Plateau. Man geht davon aus, dass fiir die Grofenordnung von n, ab der das
Plateau erreicht wird, die aus den Blocken resultierenden Messwerte nicht mehr korreliert sind. Das Plateau
spiegelt folglich den tatséchlichen Fehler von (u); wieder. Bei den getesteten Parameterpaaren betrigt der
tatsachliche Fehler von (u): das 5- bis 20-fache des Fehlers, welchen man durch die Annahme unkorrelier-
ter Messwerte erhilt. Die unkorrelierten Fehler werden deshalb im Folgenden mit dem Faktor 20 multipliziert.

Fiir den Spin-Drag gilt mit Hilfe von Gleichung (4.14) und (4.17)

I'sp = TN (5.13)

Da Fj nicht fehlerbehaftet ist, erhdlt man den Fehler des Spin-Drags aus dem Fehler von (@) . Fiir jedes der
40 Parameterpaare (7,T) wird der Spin-Drag und dessen Fehler berechnet.

Im Anschluss wird die Abhéngigkeit des Spin-Drags von der Temperatur und der mittleren Stofszeit un-
tersucht und mit der Theorie verglichen.
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Abbildung 11: Fehler der Grofe (@) fiir eine unterschiedliche Anzahl n von Messpunkten je Block. Der Fehler
steigt stark an und erreicht ein Plateau.

(F)en |7m () pir |7r
T F T/ Fit |tF
0,0731393 | 0,0725446 4+ 7+ 10~
0,083588 | 0,082677+ 2% 107°
0,094036 | 0,092661 + 2% 10~°
0,104485 | 0,102361£3 % 10°°

Tabelle 2: Vergleich von (1), mit (1), . Fiir alle Werte gilt (%), > ($) ., -

5.2.2 Temperaturabhiingigkeit des Spin-Drags

In Abbildung (12) ist der Spin-Drag und die inverse mittlere Stofzeit in Abhangigkeit der Temperatur fiir die
4 theoretisch prognostizierten mittleren Stofszeiten 74, dargestellt. Die inverse mittlere Stofszeit % ist nahezu
konstant und in Abbildung (12) durch eine Konstante gefittet. In Tabelle (2) findet sich ein Vergleich der
theoretisch prognostizierten inversen Stofzeit (1), mit der inversen mittleren StoRzeit aus dem Fit (1) .
Es wurde bereits erlautert, dass die Streurate und damit die mittlere inverse Stofszeit in der Simulation kleiner
ist als in der Theorie prognostiziert, da Stéfse von Teilchen mit hohem Relativgeschwindigkeitsbetrag nicht
beachtet werden. Diese Tatsache spiegelt der Vergleich wider.

Fiir alle 4 mittleren Stofizeiten ist der Spin-Drag I'sp von der Grofenordnung der inversen mittleren Stofizeit
% und nimmt mit steigender Temperatur ab. Fiir einen bestimmten Wertebereich der Temperatur entspricht
der Spin-Drag nahezu der inversen mittleren Stofzeit (zum Beispiel % = 3 fiir 74, &~ 13.67, siehe Abbildung
12a). Der Temperaturbereich ist fiir kleinere mittlere Stofzeiten zu geringeren Temperaturen hinverschoben.

Wir haben im Theorieteil hergeleitet, dass fiir den Spin-Drag I'sp = % gilt. Dabei haben wir die Relaxationszeit-
Néaherung verwendet und die Annahme gemacht, dass die mittlere Stofizeit 7 die einzig relevante Zeitskala
darstellt. Theoretisch sollte der Spin-Drag folglich temperaturunabhingig sein. Die Grofenordnung des Spin-
Drags stimmt folglich mit der theoretischen Vorhersage iiberein, die Temperaturabhéngigkeit des Spin-Drags
wird durch die Theorie nicht beschrieben.

Da die Simulation keine Naherungen und Annahmen macht, sind deren Ergebnisse prinzipiell genauer als
die theoretische Beschreibung. Zum Beispiel ist die Annahme der Theorie, dass die einzig relevante Zeitskala
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Abbildung 12: Temperaturabhéngigkeit des Spin-Drags und Vergleich mit der inversen mittleren Stofizeit

die mittlere Stofszeit 7 ist, bei genauerer Betrachtung nicht korrekt. Die Stofizeit eines Teilchens hangt nach
(4.2) vom Relativgeschwindigkeitsbetrag der stoffenden Teilchen ab. Ein Teilchen, welches einen im Vergleich
zum mittleren Geschwindigkeitsbetrag hohen Geschwindigkeitsbetrag hat, stoft hauptséchlich mit Teilchen
geringeren Geschwindigkeitsbetrags, da diese aufgrund der Maxwell-Boltzmann-Verteilung hiufiger vorkom-
men. Der Relativgeschwindigkeitsbetrag bei einem Stoff mit Beteiligung vergleichsweise schneller Teilchen ist
deshalb im Vergleich zum mittleren Relativgeschwindigkeitsbetrag bei einem Zusammenstof deutlich erhoht.
Schnelle Teilchen haben deswegen lange Stofzeiten im Vergleich zur mittleren Stofszeit 7. Auf der anderen
Seite gibt es im System Streuprozesse, bei denen die Stofszeit deutlich kleiner als die mittlere Stofszeit 7 ist.
Da in der Relaxationszeit-Ndherung nur eine Zeitskala als relevant betrachtet wird, nimmt man an, dass im
Mittel alle Streuprozesse in gleichem Mafse zum Spin-Drag beitragen. Betrachten wir nochmal das Beispiel
vergleichweise schneller Teilchen. Diese bekommen durch die dufiere Kraft Fjy aufgrund ihrer im Mittel re-
lativ langen Stoftzeit eine hohe zusédtzliche Geschwindigkeit in x-Richtung. Dabei wéchst aber gleichzeitig
der Relativgeschwindigkeitsbetrag bei einem potentiellen Stofs, sodass sich die Stofizeit dieser Teilchen weiter
vergrofert. Dieses nicht lineare Verhalten wird in einer Mittelung iiber alle Stofizeiten nicht beriicksichtigt
und zeigt, dass die mittlere Stofszeit 7 nur eine grobe Niherung fiir die einzig relevante Zeit sein kann. Au-
Kerdem veranschaulicht dieses Beispiel, dass die relevante Zeitskala eine Funktion der Temperatur sein kann,
denn die Anzahl der Teilchen mit vergleichsweise hoher Geschwindigkeit nimmt mit steigender Temperatur zu.

Man kann die Ergebnisse der Simulation innerhalb der Relaxationszeit-N&herung beschreiben wenn man die
einzig relevante Zeitskala durch 7 = (% + p(T, T))fl ausdriickt. Fiir den Spin-Drag gilt mit dieser Annahme

~ 1
I'sp = ; + p(T, T). (5.14)
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Aufgrund der Simulationsergebnisse muss p(7T', 7) eine mit steigender Temperatur abnehmende Funktion sein.
Da der Temperaturbereich, in dem T'sp ~ % gilt, fiir unterschiedliche mittlere Stofizeiten ein anderer ist,
muss p(T, 7) eine Funktion der mittleren Stofzeit sein. Die genaue Abhéngigkeit der Funktion p(T,7) von 7
wird sich im n#chsten Abschnitt zeigen.

5.2.3 Abhingigkeit des Spin-Drags von der mittleren Stofizeit

Fiir die Temperaturen % = 2 und % = 5 ist der Spin-Drag I'sp in Abhingigkeit der inversen mittleren

Stofszeit % in Abbildung (13) geplottet. Fiir die inverse mittlere Stofszeit sind keine Fehlerbalken eingezeichnet,
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Abbildung 13: Abhéngigkeit des Spin-Drags von der inversen mittleren Stofizeit

da der Fehler im Vergleich zum Fehler des Spin-Drags vernachléssigbar klein ist. Die Messwerte lassen sich
innerhalb ihrer Fehlerintervalle durch eine Gerade der Form

1
I'sp = Cl; + Cco (515)

beschreiben. Ein linearer Fit der Messwerte ist in Abbildung (13) dargestellt. Aus dem Fit ergeben sich die
Geradengleichungen

1 1 T
Tsp = |(0,774£0,03) = + (0,020 £ 0,003) — | fiir — =2 (5.16)
T tr TR
und
1 1. T
Tsp = |(0,55+0,03) = + (0,027 +0,003) — | fiir —— = 5. (5.17)
T tr TR

Bei der Fehlerberechnung der Fitparameter ¢; und ¢, sind die Fehler der einzelnen Messpunkte berticksichtigt.
Gilt I'sp = % erhilt man Ursprungsgeraden mit Steigung 1, d. h. ¢; = 1 und ¢; = 0. Dies ist innerhalb
der Fehlergrenzen fiir die beiden Temperaturwerte nicht der Fall. Die Grofsenordnung von ¢ liegt aber im

Bereich von 1. Die Fitparameter hingen auferdem, entgegen der theoretischen Vorhersage, von der Tempe-
ratur ab.

Auch diese Ergebnisse lassen sich damit begriinden, dass 7 nicht die Relaxationszeit darstellt. Verwenden wir
den bereits beschriebenen Ansatz (5.14), gilt

p(T,7) = &1(T)~ + o(T) mit &4(T) = (T) ~ 1, (5.18)

d. h. p(T, 7) ist eine lineare Funktion in L.
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5.2.4 Fazit

Die Annahme, dass die mittlere Stofizeit 7 die relevante Zeit darstellt, liefert zwar richtige Gréflenordnun-
gen fiir den Spin-Drag, vernachlissigt aber dessen Temperaturabhéngigkeit. Die Relaxationszeit-Ndherung
beschreibt das System hinreichend genau, wenn man als relevante Zeitskala (1 + p(T, 7)) ~! wihlt und somit
fiir den Spin-Drag

~ 1
Psp=—_+ p(T,7) (5.19)

erhilt. Dabei ist p(T, 7) eine lineare Funktion in 1 und nimmt mit steigender Temperatur ab.

5.3 Numerische Analyse des Systems mit Kraftschicht
5.3.1 Erweiterung der Simulation um die Kraftschicht

Um das System aus Kapitel 2 durch die Computersimulation modellieren zu kénnen, wird diese um die Kraft-
schicht erweitert.

Durch die Kraftschicht verdndert sich nur die stofifreie Bewegung der Teilchen. Ein Teilchen mit Spin s
befinde sich vor einem Zeitschritt At am Ort x = (x,y, 2) und habe die Geschwindigkeit v = (vg, vy, v;).
Nach dem Zeitschritt sei es am Ort x’ = (2/, %/, z’) und habe die Geschwindigkeit v/ = (v;, Vs ’u;) Zu jedem
Zeitpunkt gibt es hinsichtlich der stofifreien Bewegung des Teilchens zwei Fille.

1) Das Teilchen befindet sich aufierhalb der Kraftschicht
In diesem Fall berechnet der Algorithmus die Zeit At.,.., welche zum Erreichen der Kraftschicht notwendig
ist. Diese Zeit wird allein durch die z-Geschwindigkeit v, und die z-Koordinate des Ortes z des Teilchens
festgelegt. Das Teilchen befinde sich iiber der Kraftschicht, d. h. z > %. Bewegt sich das Teilchen nach oben
(v, > 0), ist die Zeit zum Erreichen der Kraftschicht aufgrund der periodischen Randbedingungen durch
L-4%—2 L % z

Aterr = 2 = — - — — — (520)
Uz Uz Uz Uz

gegeben. Definieren wir den Wert, k£ durch
V2

= 5.21
ol (5.21)
gilt in diesem Fall k£ = 1. Bei einer Bewegung nach unten (v, < 0) wird die Schicht nach der Zeit
d d
1 + g
Aterr = 2 : =-2 + i (522)
Uy vy U

erreicht und es gilt k = —1. L und d wurden in Kapitel 2 definiert und beschreiben die Abmafe der Kraft-
schicht und des Systems. Unter Verwendung der Definition von k£ kann die Zeit zum Erreichen der Schicht
durch
Aterp = =(k+1)= — 2 — =
o 2( * )’uz v, v
zusammengefasst werden. Das System ist hinsichtlich einer Spiegelung an der z — y — Ebene symmetrisch.
Um fiir ein Teilchen unterhalb der Kraftschicht (z < 0) die richtige Formel zu erhalten, miissen wir die
Transformation

(5.23)

Z— —Zz, Uy — —U, (5.24)

ausfithren. Unter dieser Transformation gilt fiir (5.23)
Aterr — _Ate'rr- (525)

Da At eine positive Grofse sein soll, gilt zusammengefasst fiir die Zeit zum Erreichen der Kraftschicht die

Formel p
1 L 5 z
Aterr = |=(k+1)— — 2 —
| 2 (k+1) vy vy gl

I (5.26)
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Erreicht das Teilchen die Kraftschicht im Zeitschritt At nicht (At < Ater.), wird das Teilchen durch die
Bewegungsgleichungen aufterhalb der Kraftschicht

X =x+vAtundv =v (5.27)
propagiert. Ist der z-Geschwindigkeitsbetrag klein, d. h.
[v:] <emit0<e <1 (5.28)

wird Ate,. nicht berechnet und die Propagation des Teilchens erfolgt ebenfalls nach den Bewegungsgleichun-
gen auferhalb der Kraftschicht.

Erreicht das Teilchen im vorgegebenen Zeitschritt At die Kraftschicht, d. h. At.,.., < At, bewegt es sich
bis zum Erreichen der Kraftschicht durch die Bewegungsgleichungen aufserhalb der Kraftschicht. Anschlie-
fend wird die verbleibende Propagationszeit At = At — At berechnet. Danach wird At = At’ gesetzt und
Fall 2 ausgefiihrt, welcher im Folgenden erldutert wird.

2) Das Teilchen befindet sich innerhalb der Kraftschicht
Befindet sich das Teilchen innerhalb der Kraftschicht, wird zuerst die Zeit At,e, berechnet, nach der das
Teilchen die Kraftschicht verldsst. Bewegt sich das Teilchen in der Kraftschicht nach oben (v, > 0), ist diese

Zeit durch

d
5—Z d z
At'uer = 21) = 2% - ’U_ (529)

gegeben. Bei einer Bewegung nach unten (v, < 0) benétigt das Teilchen die Zeit

d
5 +2 d
Aty = —2% _ _Z (5.30)

Vy 20, U,

zum Verlassen der Kraftschicht. Zusammengefasst ergeben diese Ausdriicke die Formel

d z

Atyer = —— — —.
ver 2|'Uz| v,

(5.31)

Verlasst das Teilchen die Kraftschicht im Zeitschritt At nicht, d. h. At < Atye., wird das Teilchen den
Zeitschritt At durch die Bewegungsgleichungen in der Kraftschicht

1
x' = (v + v, At + §sFoAt2, Y+ vy At, z + v At) (5.32)

und
v = (vg + sFoAt, vy, v,) (5.33)

propagiert. Fiir kleine z-Geschwindigkeitsbetrige (5.28) wird At,.,, nicht berechnet und das Teilchen eben-
falls durch die Bewegungsgleichungen in der Kraftschicht propagiert.

Fir At > Atye, wird analog zu Fall 1 die verbleibende Zeit At’ = At — At,e, berechnet, At = At gesetzt
und Fall 1 ausgefiihrt.

Im néchsten Abschnitt wird die Vorgehensweise hinsichtlich der Analyse des Systems erklért.
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5.3.2 Vorgehensweise

Im Folgenden wollen wir die in Abschnitt 4.4.1 definierte Zerfallslinge bestimmen und deren Abhéngigkeit
von der mittleren Stofszeit 7 und der Temperatur T {iberpriifen.

Das System wird - wie in Abschnitt 4.4.1 beschrieben - in Messschichten der Dicke d unterteilt. Die Anzahl
der Messschichten sei 2K + 1, wobei die Messschicht in der Mitte des Systems der Kraftschicht entspricht.
Die Messschicht k& befinde sich um den Ort z; = kd mit k € [-K, K]y. Fiir die Kraftschicht gilt somit
k = 0. Es wird ein Algorithmus implementiert, welcher die mittlere x-Geschwindigkeit us(2x,t;) der Teil-
chen mit Spin s in jeder Messschicht k zu jedem wéhrend der Simulation erreichten Zeitpunkt ¢; bestimmt,
daraus u(zg,t;) = ur(zety) i Citi) perechnet und in eine Datei ausgibt. Das System wird fiir die selben
Werte von a und 7" wie im vorherigen System untersucht. Weicht die Streurate im System kaum von der im
System ohne dufere Kraft ab, resultieren aus den Werten a und 7' die selben Parameterpaare (7, T) wie zuvor.

Im Vergleich zum zuvor beschriebenen System wirkt die dufsere Kraft nicht mehr im ganzen System, sondern
nur noch in der Kraftschicht der Dicke d. Betrachtet man die Kraft Fj wie zuvor als Stérung des Systems ohne
duflere Kraft, kann man annehmen, dass diese Stérung um den Faktor % im Vergleich zum vorherigen System
reduziert ist. Fiir eine im Vergleich zum vorherigen System um den Faktor % grofere Kraft Fjy stellt sich
deshalb im System ein stationirer Zustand ein und die Streurate des Systems weicht kaum von der Streurate
des Systems ohne dufiere Kraft ab. Nach einigen Testldufen mit unterschiedlichen Parametern stellt man
zuerst fest, dass u(zy,t;) fiir Werte von z; in der Umgebung der Kraftschicht zu Beginn der Simulation
steil ansteigt und nach kurzer Zeit um einen bestimmten Wert fluktuiert. Da u(zx) aus der duferen Kraft
Fy resultiert, muss diese groff genug gewéhlt werden, dass der Wert, um den u(zy,t;) nach kurzer Zeit
fluktuiert fiir z;, — Werte in der Umgebung der Kraftschicht grofer als die Fluktuationen von w(z,t;) ist.
Nach zahlreichen Testdurchldufen der Simulation hat sich ergeben, dass die Parameter Fy = 0.051 und
d = = ideal sind. Insbesondere 1st der Parameter Fy dadurch viel kleiner als der Wert fiir die Kraft im

101

vorherigen System mal den Faktor & - Man erwartet deshalb, dass die Streurate v kaum von der Streurate

im System ohne dufiere Kraft abweicht. Durch die Wahl der Parameter F und d gilt aufferdem

4
((10zDT)min

sodass die in Abschnitt 4.4.1 gestellte Forderung d < (|v.|)7 erfullt ist.

~ 0.06 < 1, (5.34)

Wie zuvor werden fiir jedes Parameterpaar (7,7") 50 Simulationen durchgefiihrt, um die Fluktuationen von

u(zy, t;) zu verringern. Jede dieser Simulationen i € [1, 50| liefert die Werte u; (2, t;) fiir alle méglichen Orts-
werte z; und Zeitwerte ¢;. Das von mir geschriebene Programm ,av_p_sgr.cpp” mlttelt die Werte u; (2, 1t;)
aller 50 Simulationen zum Wert @ (zy,¢;) nach der Vorschrift

a2k, t; == ZUZ 2k, t5) . (5.35)

Fiir die Parameter 7— = 1 und & ~ 11.96 ist der zeitliche Verlauf von @ (zy, ;) fiir die Schichten k = 0
(Kraftschicht), k = 1 “und k = 2 in Abblldung (14) dargestellt.
Anschlieffend bildet das Programm ,av_p_ sgr.cpp® den Mittelwert @’ (zy, ¢;) der mittleren x-Geschwindigkeiten
zweier Messschichten, welche den gleichen Abstand zur Kraftschicht haben, da diese Werte aufgrund der Sym-
metrie des Systems theoretisch gleich sind, d. h.

(Zka ) +u

Ky by
a (2, t5) = 5 (ks 1) mit k € [0, Ky, - (5.36)
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Abbildung 14: Zeitlicher Verlauf von @ (zj,t;), dargestellt fiir £ = 0 (Kraftschicht), k =1 und k = 2

Da der steile Anstieg von @ (zx,t;) zu Beginn der Simulation nicht beriicksichtigt werden soll, wird
aquivalent zur Analyse des Spin-Drags nach Betrachtung des zeitlichen Verlaufs von @ (zk, ;) ein Cut-Off
tco festgelegt, ab dem Messwerte beriicksichtigt werden. Anschliefsend fiihrt ,av_p_sgr.cpp® fiir jeden Wert
k eine zeitliche Mittelung von @’ (zx,t;) mit Hilfe der Relation

<@'>t(2k)=§ S W (zty) (5.37)

Jgmitt;>tco

durch. J ist die Anzahl aller ab dem Cut-Off in der Simulation erreichten Zeitpunkte. Aufserdem berechnet
,av_p_sgr.cpp” den Fehler von (@'); (z;) mit der Annahme statistisch unabhéngiger Messwerte @’ (2, ;). Da
die Messwerte wie im vorherigen System korreliert sind, wird die bereits beschriebene , Blocking- Analyse fiir
stichprobenartig ausgewéahlte (@'); (z) bei unterschiedlichen Parameterpaaren (7,7) und k-Werten durch-
gefithrt. Dabei ergibt sich, dass der Fehler wieder um das 5- bis 20-fache unterschétzt ist. Alle aus der
Betrachtung unabhingiger Messwerte erhaltenen Fehler werden deshalb mit dem Faktor 20 multipliziert.
Zusétzlich berechnet ,av_p_sgr.cpp” den Mittelwert der Stofszeit aller 50 Simulationen und dessen Fehler.
Im letzten Schritt legt ,av_p_sgr.cpp® fiir jedes Parameterpaar (7, T') eine Datei an, die fiir jedes k den Wert
(@)t (21,) und den Fehler dieses Werts enthilt.

Fiir die theoretisch prognostizierte mittlere Stofzeit 74 ~ 11.96 ist in Abbildung (15) (@'); (z) mit Fehler
fiir zwei Temperaturwerte geplottet. Da mit steigender Temperatur die Fluktuationen zunehmen, ist der
Fehler fiir % = 10 im Vergleich zu % = 1 deutlich erh6ht. Man kdnnte meinen, die Datenpunkte durch eine
Exponentialfunktion beschreiben zu konnen. In Abschnitt 4.4.1 haben wir gezeigt, dass dies erst ab einem
gewissen Abstand von der Kraftschicht maglich ist, da der generelle Verlauf von ('), (2x) fiir zx > % durch
die nicht analytische Funktion (4.87) beschrieben wird. Die Messpunkte von (@'); (z;) liegen fiir kleine z
deutlich iiber dem Verlauf einer Exponentialfunktion. Um die Zerfallslinge x zu bestimmen, miissen die Mess-
punkte nach (4.90) durch eine Exponentialfunktion gefittet werden. Die Frage ab welchem zj, gefittet werden
kann, lasst sich leicht beantworten indem man fiir jedes Parameterpaar In ((@'):) (zx) gegen zj, auftriagt. Die
Punkte liegen ab einem bestimmten Wert z,; auf einer Gerade. Fiir die Parameter ?—Fh ~ 10.63 und Tl =5
ist der resultierende Plot in Abbildung (16) dargestellt. Die zu Beginn stark von einer Gerade abweichenden
Messpunkte werden nicht beriicksichtigt.
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Abbildung 15: Verlauf von (a@'); (z;) fiir zwei unterschiedliche Werte der Temperatur

Die starken Abweichungen der Messpunkte fiir grofle z; spielen fiir die Fragestellung, ab welchem Wert
2, gefittet werden soll keine Rolle, da sie aus der Logarithmusfunktion resultieren, welche fiir kleine Argu-
mente grofe Werte annimmt und dadurch den Fehler kleiner (@'), (zx) enorm verstdrkt. Nach dem Test aller
Parameterpaare stellt sich heraus, dass eine Abweichung von der Exponentialfunktion fiir die ersten 2 bis 3
Messpunkte auftritt. Deswegen werden im Folgenden die ersten 3 Messpunkte nicht beachtet, d. h. z; > 4d.

Ein Problem stellt die Grofe des Systems in z-Richtung dar. Vor allem bei hohen Temperaturen existie-
ren schnelle Teilchen, welche die Kraftschicht und eine Strecke in z-Richtung mit einer Linge grofer als %
stoffrei durchqueren kénnen. Durch die periodischen Randbedingungen tauchen diese Teilchen hinsichtlich
der z-Koordinaten auf der anderen Seite des Systems wieder auf. Dabei wird x-Impuls von zwei Seiten in die
Messchichten, welche sich nahe der Rinder des Systems hinsichtlich der z-Richtung befinden, transportiert.
In diesen Randgebieten gilt die Beschreibung durch eine Exponentialfunktion nicht mehr. Fiir die bei unseren

Parameterpaaren maximale mittlere freie Weglédnge in z-Richtung (l;)mam gilt fir % = 10 und die mittlere

Stofizeit % ~ 13.67
L.
(Z) ~ 0.23. (5.38)
2 max
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Abbildung 16: Verlauf von In ((@'):) (2x) - Fit vom einschlieflich 4. Datenpunkt bis zum einschliefslich 20.
Datenpunkt

In Abbildung (15b) ist dieser Effekt daran zu erkennen, dass (@'); (zx) mit wachsendem zj nicht gegen
Null strebt. Im Folgenden wird deswegen ein Cut-Off z¢o fiir zj festgelegt, bis zu dem die Exponentialfunk-
tionen an (@'); (zy) gefittet wird. Nach genauer Betrachtung der graphischen Darstellung von (@) (zx) wird
der Cut-Off entsprechend der Tabelle (3) festgelegt.

| T[TF] | ZC0O [L] |

1,2,3 T
4,56 2
7,8,9 5

10 e

Tabelle 3: Cut-Off z¢o fiir unterschiedliche Temperaturen

Anschliefend wird fiir jedes Parameterpaar (7, T) mit Hilfe von Mathematica die Exponentialfunktion A exp [—Bz]
an (u'); (zi) gefittet. Dabei werden sowohl beim Fitten als auch bei der Fehlerberechnung der Fitparame-

ter A und B die Fehler der einzelnen Messpunkte beriicksichtigt. In Abbildung (17) ist ein solcher Fit fiir

die Parameter 72 ~ 11.96 und % = 5 dargestellt. Man erhélt folglich fiir alle Parameterpaare (7,7 eine
Zerfallslange x mit Fehler, da diese dem Kehrwert des Fitparameters B entspricht.

41



TITE=1, Ty/t==11.96
0.06 : : :

Dater'1 ——
Fit ——
0.05 t 8

0.04 r ]

0.08 s T

<u>( [Vg]

0.02 ]

0.01 ]

O ; ftt 233 — P 3
0 10 20 30 40 50
z [d]

Abbildung 17: Fit einer Exponentialfunktion an (@) (zx)

Da es zu jeder mittleren Stofzeit 10 Temperaturwerte gibt, besteht die Moglichkeit, die Abhangigkeit der
Zerfallslinge x von der mittleren Stofizeit 7 und der Temperatur 7' zu untersuchen. Damit werden wir uns
in den néichsten Abschnitten beschéftigen.

5.3.3 Abhingigkeit der Zerfallslinge von der mittleren Stofizeit

Die Zerfallslénge x wird gegen die mittlere Stofszeit 7 geplottet. Die Fehler der mittleren Stofzeiten werden
dabei vernachlissigt, da sie um ein vielfaches kleiner als die Fehler der Zerfallslangen sind. Fiir T € {1, 2, 3,8}
sind diese Plots in Abbildung (18) dargestellt. Da wir eine lineare Abhéngigkeit der Zerfallslinge x von
der mittleren Stofizeit T ewarten, werden die Messpunkte durch eine Gerade gefittet. Man erhélt dadurch
Geradengleichungen der Form

K = 3T + ca. (5.39)

Da die Fehler der Messpunkte dominant sind, werden sie bei der Fehlerberechnung der Fitparameter c3 und
¢4 berticksichtigt. In Tabelle (4) sind die Ergebnisse der Fits zusammengefasst.Es féllt auf, dass die Fehler der
Fitparameter schon fiir niedrige Temperaturen sehr hoch sind. Da die Messpunkte relativ weit vom Ursprung
entfernt liegen, ist der grofe Fehler von ¢4 jedoch nicht verwunderlich.

T [TF] C3 % Cy [d]
1 0.19 +£0.09 2+1
2 0.5+0.2 1+3
3 0.7£0.3 —-1+£3
8 1+£2 -3x15

Tabelle 4: Fitparameter ¢s und ¢4 mit Fehler fiir unterschiedliche Werte der Temperatur
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Abbildung 18: Abhéngigkeit der Zerfallslinge von der mittleren Stofizeit

Nimmt man an, dass die mittlere Stofszeit 7 die einzig relevante Zeitskala darstellt, erwartet man aufgrund
von Gleichung (4.91), dass fiir die Zerfallslinge

k= cetVT (5.40)

gilt. Dabei ist ¢, unabhéngig von T und 7. Das lineare Verhalten in 7 wird durch die Messergebnisse Innerhalb
der Fehlergrenzen bestétigt. Ob der Fitparameter ¢4 verschwindet, kann aufgrund der hohen Messfehler und
der wenigen Messpunkte nicht festgestellt werden.

5.3.4 Temperaturabhiingigkeit der Zerfallsléinge

Um die Abhéngigkeit der Zerfallslinge von der Temperatur untersuchen zu kénnen, muss die mittlere Stofizeit
fiir die unterschiedlichen Werte der Temperatur konstant sein. Dass dies durch die Wahl des Parameters a
erfiillt ist, erkennt man in Abbildung (19). Die Werte fiir die mittlere Stofizeit sind durch eine Konstante
Trit gefittet. Diese ist zusammen mit der theoretisch vorhergesagten mittleren Stofizeit 74, in Tabelle (5)
aufgefiithrt. Die beiden Werte stimmen nahezu iiberein.
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Abbildung 19: Durch Wahl des Parameters a ist die mittlere Stofizeit fiir alle gew&hlten Parameter der
Temperatur nahezu konstant.

In Abbildung (20) ist die Zerfallslinge £ mit Fehler in Abhéingigkeit von der Wurzel der Temperatur /T
fiir 4 unterschiedliche mittlere Stofszeiten dargestellt. Die Messpunkte konnen innerhalb ihrer relativ grofien
Fehler fiir alle Stofizeiten durch eine Gerade beschrieben und deshalb linear gefittet werden. Es ergeben sich
Geradengleichungen der Form

K= C5ﬁ + cg (541)

mit den Fitparametern c; und cg. Da wie zuvor die Fehler der Messwerte relevant sind, werden diese bei der
Fehlerberechnung von c¢5 und cg beriicksichtigt. Die Werte der Fitparameter und deren Fehler fiir die jeweiligen
mittleren Stofzeiten sind in Tabelle (5) zusammengefasst. c5 ist eine Funktion der mittleren Stofzeit 7. Die

Ten [tF) Trit [tF] cs \/% ce [d]

13.673 | 13.581+£0.002 | 3.3+£0.6 | 1.8+£0.7
11.963 | 11.945+0.005 | 3.0+£0.6 | 1.7+£0.7
10.634 | 10.630+0.007 | 2.9+£04 | 1.6+0.5
9.571 9.611+0.009 | 2.14+0.7 | 22+£0.8

Tabelle 5: Mittlere Stofszeit 7 und Fitparameter c5 und cg

gemessene Zerfallslinge ist innerhalb der Fehlergrenzen eine lineare Funktion in /7.
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Bei der numerischen Untersuchung des Spin-Drags haben wir festgestellt, dass die Annahme die mittlere
Stofszeit 7 ist die Relaxationszeit, nur eine Ndherung darstellt. Vorallem ist es moglich, dass die relevante
Zeitskala temperaturabhiingig ist. In diesem Fall wéire s nicht mehr linear in /7T da in der Relaxationszeit
ebenfalls eine Temperaturabhingigkeit auftreten wiirde. Da wir bei der Untersuchung der Messpunkte fest-
gestellt haben, dass « in /T linear ist, beschreibt die Annahme, dass 7 die Relaxations-Zeit ist, das System
hinreichend genau.
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Abbildung 20: Temperaturabhéngigkeit der Zerfallslange

5.3.5 Fazit

Man kann die mittlere x-Geschwindigkeit v durch (4.87) beschreiben und fiir ausreichende Entfernung von
der Kraftschicht durch eine Exponentialfunktion ndhern. Die dabei auftretenden Messfehler sind enorm hoch.
Diese konnte man durch mehrere Simulationsvorginge vermindern. Allerdings beanspruchen bereits 50 Si-
mulationen je Parameterpaar (7,7) hohe Rechenkapazititen.

Die Abhéngigkeit der Zerfallslénge x von Temperatur und mittlerer Stofizeit l4sst sich innerhalb der Relaxations-
zeitNdherung hinreichend genau beschreiben, wenn man als relevante Zeitskala die mittlere Stofizeit 7 an-
nimmt. Dabei ist die Zerfallslinge innerhalb der Fehlergrenzen eine lineare Funktion der mittleren Stofzeit
7 und der Wurzel der Temperatur VT.
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6 Schluss

Die Arbeit hat gezeigt, dass bereits die theoretische Beschreibung von Nichtgleichgewichtszustdnden und
Transportprozessen in einfach anmutenden Systemen &ufserst kompliziert sein kann. Am Ende ist es diese
Miihe wert, da die erhaltenen Ergebnisse durch die Computersimulation hinreichend genau bestétigt werden.
Eine grofse Schwierigkeit an der Arbeit war die Tatsache, dass Literatur zu Transportkoeffizienten in zwei-
komponentigen kalten Fermigasen kaum vorhanden ist und ich deswegen die meisten Theorien zu Spin-Drag
und Spin-Scherviskositét selbst erarbeiten musste. Hinsichtlich der allgemeinen Theorie zu Nichtgleichge-
wichtszustdnden und Transportkoeffizienten haben mir die Lehrbiicher [6, 8] am meisten geholfen. Fiir das
Verstindnis der Simulation war auerdem die Doktorarbeit [2] Auferst hilfreich.
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