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Zusammenfassung

In der vorliegenden Arbeit betrachten wir ein numerisches Optimierungsverfahren unter
Verwendung von Flussgleichungen und diskutieren mogliche Optimierungen des Verfahrens.
Dabei erhalten wir eine Methode, die grofe Ahnlichkeit zum Verfahren des steilsten Ab-
stiegs aufweist. Wir vergleichen optimierte und urspriingliche Version der Flussgleichungs-
methode beziiglich Qualitat und Geschwindigkeit anhand der Suche nach Grundzustédnden
in Spinglasern. Aufserdem wenden wir die optimierte Variante auf den Trainingsprozess
kiinstlicher neuronaler Netze an und vergleichen sie mit dem iiblicherweise verwendeten
Gradientenverfahren.
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1 Einleitung

Um die Probleme der modernen Naturwissenschaften zu losen, ist in den letzten Jahr-
zehnten die interdisziplindre Zusammenarbeit zwischen den verschiedenen Fachrichtungen
immer wichtiger geworden. Dies ermdglicht es, ein Problem nicht nur mit den Konzepten
und Methoden einer Naturwissenschaft zu behandeln, sondern auch auf die der anderen Be-
reiche zuriickzugreifen. So kann zum Beispiel die Studie eines physikalischen Problems zu
Konzepten und Methoden fiihren, die auch auf Probleme der Biologie, Neurowissenschaften,
Soziologie oder Okonomie anwendbar sind und zu deren Losung beitragen kénnen. Gerade
die Beschreibung und Nutzung komplexer Systeme stellt eine besondere Herausforderung
dar, deren Losung unterschiedlicher Ansétze und Ideen aus den verschiedenen Fachberei-
chen bedarf. Gleichzeitig sind komplexe Systeme aktueller Forschungsgegenstand in vielen
Bereichen der Wissenschaft, die weit iiber die Physik hinausreichen. Besonderes Interesse
gilt hierbei der Selbstorganisation und dem Ausbilden von Mustern in solchen Systemen.
Aufgrund der Nichtlinearitdt und der grofen Anzahl an Variablen in komplexen Systemen,
spielen numerische Verfahren in ihrer Behandlung eine entscheidende Rolle. Aufgrund der
Vielfaltigkeit komplexer Systeme besitzen solche, anhand einzelner Probleme entwickelte
Methoden, eine Vielzahl von Anwendungsbereichen und Giiltigkeit fiir die verschiedensten
Fragestellungen der modernen Wissenschaft. Die Erforschung und Optimierung dieser Ver-
fahren hat also eine enorme Relevanz fiir die wissenschaftliche und technische Entwicklung
[1 2].

Beispiele fiir komplexe Systeme findet man in den unterschiedlichsten wissenschaftlichen
Bereichen. So stellen beispielsweise in der Physik Spinglaser ideale Modellsysteme fiir kom-
plexe Systeme dar. Die Methoden und Erkenntnisse, die fiir die Untersuchung dieser Syste-
me entwickelt wurden, haben einen breiten Anwendungsbereich in den unterschiedlichsten
Wissenschaften gefunden. Gerade die Suche nach Grundzustédnden in einem solchen System
stellt eine besondere Herausforderung dar. Approximative Verfahren spielen daher in seiner
Behandlung eine wesentliche Rolle. Diese kénnen Anwendung in verwandten Problemen,
wie dem Traveling Salesman Problem finden [1].

Ein anderes, sehr interdisziplinédres Beispiel fiir komplexe Systeme sind kiinstliche neurona-
le Netze. Dieser biologisch motivierte Programmieransatz, die kognitiven Fahigkeiten des
Gehirns nachzubilden, hat einen breiten Bereich an Anwendungen gefunden und reicht von
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der Modellierung neurobiologischer Phdnomene, iiber Mustererkennung und Approximati-
on von Funktionen in der Mathematik sowie vielféltiger technischer Verwendung, bis hin
zu Anwendungen im Bereich der Festkorperphysik, um beispielsweise Phasenzusténde von
Festkorpersystemen zu klassifizieren [3]. Eine der Hauptschwierigkeiten dieser neuronalen
Netze besteht in ihrem Trainingsprozess. Dieser ist auf ein Optimierungsproblem zuriick-
zufiihren, wie es auch in vielen anderen Bereichen der modernen Wissenschaft zu finden ist
[4, 5].

Dariiber hinaus gibt es noch eine Vielzahl anderer Beispiele fiir Komplexitat in den Wissen-
schaften. So stellen in der Meterologie nichtlineares Verhalten und Selbstorganisation, wie
zum Beispiel das Phdnomen der Rayleigh-Bénard-Konvektion, einen Schliissel zum Ver-
stdndnis der Dynamik des Wetters dar. In der Biologie spielen, bei der Frage nach der
Entstehung von Leben und dem Verstandnis von Evolutionsprozessen, aber auch der Pro-
teinfaltung, Musterbildung und Selbstorganisation eine zentrale Rolle. In der Medizin stellt
der Korper ein komplexes und sensibles System dar, aber auch einzelne Organe, wie zum
Beispiel Herz oder Gehirn, kénnen als komplexe Systeme aufgefasst werden. Dariiber hinaus
gibt es auch 6konomische, 6kologische und soziologische Entwicklungen, die Beispiele fiir
komplexe Prozesse sind [2].

In der vorliegenden Arbeit betrachten wir das von M. Punk in [6] vorgestellte numerische
Optimierungsverfahren unter Verwendung von Flussgleichungen. Das Verfahren basiert auf
Homotopie-Verfahren fiir nichtlineare Gleichungssysteme in Kombination mit dem Prinzip
maximaler Entropie. Wir werden versuchen, dieses numerisch zu optimieren und zur Be-
stimmung von Grundzusténden in Spinglésern sowie fiir den Trainingsprozess neuronaler
Netze zur handschriftlichen Ziffernerkennung anzuwenden. Abschlieffend werden wir dieses
Verfahren mit den herkémmlichen Trainingsmethoden neuronaler Netze vergleichen.



2 Mathematische Grundlagen und die
Flussgleichungsmethode

Bevor wir mdégliche Optimierungen oder Anwendungen des Verfahrens diskutieren kénnen,
miissen wir zunéchst auf die mathematischen Grundlagen der Flussgleichungsmethode, diese
selbst und ihre numerische Losung mithilfe des Heun-Verfahrens eingehen.

2.1 Homotopie-Verfahren zur Losung nichtlinearer
Gleichungssysteme

Numerische Verfahren zum Losen nichtlinearer Gleichungssysteme, wie z.B. das Newton-
Verfahren besitzen typischerweise eine grofse Abhéngigkeit von den gewéhlten Startwerten.
Besitzt man nur wenig oder gar keine Information iiber die Losung des Problems, stellt die
Wahl der richtigen Startwerte jedoch eine grofe Herausforderung dar. Homotopie-Verfahren
bieten einen Ansatz, diese Abhéngigkeit zu reduzieren, indem man die Lésung eines bekann-
ten Systems nutzt, um auf die Losung des unbekannten Systems riickzuschliefsen.

Ist man an der Loésung eines Systems von N nichtlinearen Gleichungen

F(z) =0, (2.1)

G(z) =0, (2.2)

wobei G : RN — R¥ | s0 sucht man eine Homotopie H : RV x [0, 1] — R" mit den folgenden

Eigenschaften:
H(z,0) = G(x), H(z,1) = F(x) (2.3)

Wobei H stetig und differenzierbar ist. Dies gelingt z.B. durch die folgende Form von H:

H(z,\) = A\F(z) + (1 — N)G(x) (2.4)
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Man folgt nun der so definierten Kurve, startend bei einer Losung von G(x) bei A = 0 hin
zu einer Losung von F'(z) bei A = 1. Wir werden in Abschnitt sehen, dass mithilfe des
Satzes von Bayes und dem Prinzip der maximalen Entropie, eine Homotopie von der Form
in Gleichung hergeleitet werden kann [7].

2.2 Bayessche Statistik

Wir suchen ein Verfahren, mit dem wir die Parameter eines Systems so anpassen koénnen,
dass es einen von uns gewiinschten Zustand annimmt. Fiir die Suche nach Grundzustédnden
in Festkorpersystemen wird dafiir die Energie, im Fall des Trainings neuronaler Netze die
Fehlerfunktion, minimiert. Je nachdem an welchem System und an welchen Eigenschaften
dieses Systems man interessiert ist, kann aber auch jedes andere Funktional verwendet
werden.

Fiir diese Anpassung der Parameter eignet sich die Bayessche Statistik. Hierbei verwendet
man sein bestehendes Wissen iiber die Parameter f, die sogenannten a-priori Verteilung
p(f) und das Wissen iiber das System, in unserem Fall ausgedriickt durch das Funktional
&, die sogenannte Likelihood p(&|f). Mithilfe des Satzes von Bayes lésst sich daraus wie
folgt auf die neue Verteilung der Parameter, die a-posteriori Verteilung p(f|€) schliefen:
18]

P(fI€) o p(€1F)p(f) (2.5)

Die Schwierigkeit besteht nun darin, eine sinnvolle a-priori Verteilung zu finden. Einen
Ansatz fiir dieses Problem bietet das Prinzip der maximalen Entropie.

2.3 Prinzip der maximalen Entropie

Die a-priori Verteilung sollte das gesamte vorhandene Wissen iiber die Parameter, dariiber
hinaus jedoch keine zusétzlichen Annahmen enthalten. Um dies zu gewéhrleisten benétigt
man ein Informationsmak. C. Shannon zeigte in [9], dass ein solches Maf die gleiche ma-
thematische Form besitzt, wie die Entropie. Wie E. Jaynes in [10] zeigte, liefert dies einen
neuen Zugang zur statistischen Physik und erméglicht es die genannten Bedingungen an
die a-priori Verteilung zu erfiillen, indem man diejenige Verteilung wahlt, welche die Entro-
pie maximiert. J. Skilling zeigte in [I1], dass einige wenige einfache Beispiele die Form der
a-priori Verteilung bis auf eine Konstante k eindeutig zu

p(f) o exp(kS[f(x)]) (2.6)
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festlegen. Wobei f(x) eine positive, additive Funktion der reellen Variable x sein muss. Dies
stellt jedoch fiir die weitere Diskussion keine Einschrinkung dar. Die Entropie S hat dabei
die Form [12]

s = [ e (1)~ ofe) - 1) L), 27)

Hierbei stellt fo(z) die urspriingliche Wahl von f dar.

2.4 Flussgleichungsmethode

Wir werden nun die Ergebnisse der vorherigen Abschnitte nutzen, um eine Flussgleichung
fiir die Parameter f herzuleiten und mithilfe dieser das Funktional E[f], welches beispiels-
weise die Energie des Systems darstellen kann, beziiglich f zu minimieren. Um Gleichung
(2.5) verwenden zu konnen, benotigen wir zundchst noch die Likelihood, also die Wahr-
scheinlichkeit eine bestimmte Energie £ fiir gegebene f zu erhalten. Diese ist gegeben durch
p(&|f) = 0(€ — E[f]), was sich mithilfe der Exponentialfunktion der Breite o wie folgt aus-

driicken lasst: i g
p(€lf) = lim exp(—| [f2(;v)] —&l|/o)

(2.8)

Um die Parameter f des Grundzustandes zu bestimmen, wollen wir nun die Wahrschein-
lichkeit p(Emin|f) maximieren, wobei Eyin = ming E[f] die Energie des Grundzustandes
darstellt. Aus den Gleichungen , und folgt, dass man dies erreicht, indem
man das Funktional

Qlf (x); 1] = E[f ()}t — S[f(2)](1 - 1) (2.9)

minimiert. Dabei wurde k = (1 —t)/(to) gewdhlt. Der Parameter ¢ € [0, 1] gewichtet die
relative Bedeutung der a-priori Verteilung und der Likelihood zueinander. Man erkennt
deutlich, dass es sich bei Q[f(z);¢] um eine Homotopie wie in Gleichung handelt.
Lassen wir also ¢ von 0 bis 1 laufen, erwarten wir bei ¢ = 1 ein Minimum der Energie zu

finden.

Wie in [6] gezeigt wird, erhdlt man durch Minimierung von Q[{ f. };t] die folgende diskrete
Form einer Flussgleichung;:

Ofn 1—t PE \ ' oFE
m“%(ﬁlém’"ﬂafm@fn) T (2.10)

Dabei wurde die Abhédngigkeit von der urspriinglichen Wahl der Parameter fo(x) eliminiert,
indem wéhrend des Flusses kontinuierlich fo(z) = f(x) gesetzt wird. Dies hat jedoch zur
Folge, dass nicht mehr garantiert ist, dass bei ¢ = 1 auch ein Minimum von £ erreicht wird.
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Man muss die Parameter also unter Umstdnden mehrfach fliefsen lassen. Die Flussgleichung
besitzt Fixpunkte bei OF/Jf,, = 0, wodurch garantiert ist, dass die Parameter f,, solange
flieken, bis ein Extremum von FE erreicht ist.

Der numerisch aufwendigste Schritt beim Losen dieser Flussgleichung ist die Invertierung
der Hesse-Matrix. Im Falle neuronaler Netze ist zuséatzlich auch schon die Berechnung der
zweiten Ableitungen sehr aufwendig. Wir werden deshalb in Abschnitt [ einige Moglichkei-
ten diskutieren, diese Schritte zu optimieren.

2.5 Heun-Verfahren

Gleichung (2.10)) stellt ein Anfangswertproblem (AWP) dar, welche im Allgemeinen von der

Form
v=g(ty), ylto)=wo (2.11)

sind. AWPs lassen sich unter anderem mit den sogenannten Heun-Verfahren 16sen. Dabei
handelt es sich um ein Predictor-Corrector-Verfahren. Fiir den Predictor Schritt schétzt
man dabei die Ableitung der Funktion y durch

y(t+h) —y(t)

- ~y(t) =gt y) (2.12)

ab. Durch Umformen nach y(t + h) erhdlt man daraus
y(t +h) = y(t) + hg(t,y). (2.13)
Dabei handelt es sich um das explizite Euler-Verfahren. Dieses liefert jedoch in vielen Fél-

len keine zufriedenstellenden Ergebnisse. Deshalb ergénzt man es um einen zusétzlichen
Corrector Schritt. Fiir diesen nutzen wir

t+h
y(t+h) — y(t) = / dt'g(t ) (2.14)

und schétzen das in Gleichung(|2.14]) auftretende Integral mithilfe der Trapezregel

th t t+h),t+h
t

ab. Aus den Gleichungen (2.14) und (2.15) folgt

Y+ B) = y(0) + 2 (g(t,) + 9ly(t + h), £+ B). (2.16)
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Hierbei ist jedoch auch die rechte Seite noch von y(t + h) abhingig. Dazu verwenden wir
den Predictor Schritt und erhalten damit die folgende Iterationsvorschrift:

Ji+1 = Yi + hg(yi, i) (2.17)
h .
Yitl = Yi + 5(9(% ti) + g(Jit1,tit1))- (2.18)

Mit ;41 =t; + h und y; = y(t;) [13].



3 Grundlagen kiinstlicher neuronaler
Netze

Das in Abschnitt dargestellte Verfahren werden wir im Laufe der Arbeit verwenden,
um damit kiinstliche neuronale Netze (KNN) zu trainieren und diese zur Klassifizierung
handgeschriebener Ziffern zu verwenden. Deshalb beschéftigen wir uns zunéchst mit der
grundlegenden Funktionsweise und dem Trainingsprozess neuronaler Netze.

3.1 Aufbau kiinstlicher neuronaler Netze

Um den Lernprozess eines KNNs nachvollziehen zu kénnen, miissen wir zundchst den prin-
zipiellen Aufbau und die Funktionsweise eines solchen Netzes verstehen.

3.1.1 Kiinstliche Neuronen

Dazu betrachten wir zunachst seine Bestandteile, die Neuronen. Es gibt verschiedene Mo-
delle fiir kiinstliche Neuronen, das grundlegende Prinzip ist aber in allen Féllen identisch
und wird in Abbildung schematisch dargestellt. Ein Neuron erhélt eine Reihe von Ein-
gabedaten und erzeugt daraus einen einzelnen Ausgabewert. Dieser Wert wird durch die
genaue Form der sogenannten Aktivierugsfunktion, den Gewichten und dem Schwellenwert
des Neurons bestimmt.

Die Gewichte w; des Neurons sind reelle Zahlen und legen fest, welche Rolle eine bestimm-
te Eingabe fiir den Ausgabewert spielt. Dies geschieht mithilfe der gewichteten Summe
> ;WX der Eingabewerte X;. Der Begriff Schwellenwert s macht hauptséchlich fiir Neu-
ronen mit bindrer Ausgabe, den sogenannten Perzeptronen, Sinn. Wir werden ihn deshalb
anhand dieser definieren und dann mit einer etwas verdnderten Grofie, dem Bias-Parameter,
arbeiten.
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&
()
. ~> Ausgabe
@%

Abbildung 3.1: Schematische Darstellung eines kiinstlichen Neurons. Mit den Eingabewerten X,
den Gewichten wy,, der Ubertragungsfunktion z und der Aktivierungsfunktion ¢.
Die Ausgabe ergibt sich aus ¢(z(w, X)).

Ein Perzeptron hat nur zwei Ausgabewerte, 0 und 1. Ist der Ausgabewert 1, so feuert das
Neuron, ist er 0 so feuert es nicht. Uberschreitet die gewichtete Summe den Schwellenwert
des Neurons, so feuert es. Ist dies nicht der Fall, so wird 0 zuriickgegeben. Mathematisch
lasst sich dies wie folgt darstellen:

0 fall i X <
Ausgabe = alls 3 w;X; < 5 (3.1)
1 falls 37 w;X;>s
Gleichung ([3.1]) lasst sich auch mithilfe der Heaviside-Funktion © ausdriicken:
Ausgabe = © Z w;Xj —s (3.2)
J

Anhand von Gleichung lésst sich nun leicht eine mogliche Verallgemeinerung erkennen.
Méchte man fiir den Ausgabewert kontinuierliche Werte zwischen 0 und 1 erhalten, so ldsst
sich dies umsetzen, indem man statt der Heaviside-Funktion einfach eine beliebige andere
beschriankte Funktion verwendet. Diese bezeichnet man als Aktivierungsfunktion. Dies ist
sinnvoll, da die Ableitung der Heaviside-Funktion, wie in Abbildung zu erkenne ist,
singulér ist, was eine Optimierung mithilfe der Flussgleichungsmethode unméglich macht.

In diesem Zusammenhang macht nun aber der Begriff Schwellenwert keinen wirklichen Sinn
mehr, da ein solches Neuron nicht mehr einfach nur feuert oder nicht feuert, sondern belie-
bige Werte zwischen 0 und 1 ausgeben kann. Deshalb definiert man den vorher erwdhnten
Bias-Parameter b als b = —s und erhélt somit die folgende mathematische Charakterisie-
rung eines kiinstlichen Neurons:

Ausgabe = ¢ ijXj +b] :=p(2) (3.3)
J

Wobei die Summe z =) jwiX;+bals Ubertragungsfunktion z bezeichnet wird. Fiir eine
einfachere Darstellung und eine einheitlichere Form, vor allem der Ableitungen des Netzes,
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bietet es sich an, den Bias-Parameter ebenfalls als Gewicht darzustellen. Dies erreicht man,
indem man die Eingabewerte X; um einen zusétzlichen, fixierten Wert X; = 1 erweitert
und fiir das entsprechende Gewicht wy, = b withlt. Damit erhélt man fiir die Ubertragungs-
funktion:

z = Z ij j (3.4)
J
In dieser Arbeit werden wir zwei verschiede Aktivierungsfunktionen verwenden. Zunéchst

betrachten wir die sogenannte Sigmoidfunktion oder logistische Funktion

B 1
C 14e 3

o(z) (3.5)
Diese stellt, wie in Abbildung [3:2] deutlich zu erkennen, eine geglittete Heaviside-Funktion
dar. Ein solches Neuron (Sigmoid) zeigt also fiir die Grenzwerte z — £oo ein identisches
Verhalten zu dem des Perzeptrons.

(@ | ®) 0
0.8] : 0.8} |
0.6 : 0.6 - |
0.4 . 0.4} |
0.2| . 0.2} |
0 0
6 4 2 0 2 4 6 4 2 0 2 4 o

Abbildung 3.2: Unterschiedliche Aktivierungsfunktionen: (a) die Heaviside-Funktion eines Perzep-
trons, (b) die logistische Funktion eines Sigmoids

Wie McCulloch und Pitts in [14] zeigten, ldsst sich mit der Kombination mehrerer Perzep-
tronen jede einfache logische Funktion darstellen. Wie erwéhnt ist es jedoch nicht mdoglich,
ein Netz aus Perzeptronen mithilfe der Flussgleichungsmethode zu trainieren. Aufgrund der
identischen Grenzwerte der beiden in Abbildung [3.2) dargestellten Aktivierungsfunktionen,
ist es moglich das grundsétzliche Verhalten der Perzeptronen auch mithilfe von sigmoidalen
Neuronen zu erzeugen.

Die zweite Aktivierungsfunktion, die wir verwenden werden, ist die sogenannte Softmax
Funktion:

(3.6)
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Wobei a; die Aktivierung des j-ten Neurons in einer Schicht aus £ Neuronen ist und z;, die
zugehorigen Ubertragungsfunktionen sind. Die Anordnung der Neuronen in Schichten und
die Motivation fiir die Verwendung der Softmax Funktion wird im Abschnitt [3.1.2] genauer
erldutert. Wie anhand von Gleichung leicht zu erkennen ist, gibt die Softmax Funktion
immer einen Wert im Intervall [0, 1] zurlick und die Summe iiber alle a; ergibt immer 1.
Aufserdem fiihren grofe z; zu grofien, kleine z; zu geringeren Aktivierungen. In diesem Sinne
ldsst sich die Softmax Funktion als gegldttete Maximumsfunktion interpretieren, wie der
Name bereits andeutet [5, [15].

3.1.2 Grundlegende Architektur neuronaler Netze

Die im vorherigen Abschnitt vorgestellten kiinstlichen Neuronen lassen sich zu einem neu-
ronalen Netz kombinieren. Dabei werden die Neuronen, wie in Abbildung dargestellt,
in verschiedenen Schichten angeordnet. Eine besondere Rollen spielen die erste bzw. letzte

Ausgabe-
schicht

Eingabe-

> Verborgene Schichten
schicht

Abbildung 3.3: Schematische Darstellung eines KNNs. Dieses lisst sich in Eingabe-, Ausgabe- und
verdeckte Schicht aufteilen.

Schicht, die sogenannte Ein- bzw. Ausgabeschicht. Die Neuronen in der ersten Schicht sind
im Sinne der Definition in Abschnitt keine richtigen Neuronen, da sie keine Eingabe
besitzen. Ein Neuron ohne Eingabewerte gibt, wie anhand von Gleichung zu erkennen
ist, einfach einen festen Wert zuriick. Bei der Eingabeschicht handelt es sich also einfach
um die Eingabedaten selber. Die Ausgabewerte der Neuronen in der letzten Schicht die-
nen keiner neuen Schicht als Eingabewerte. Sie stellen die Ausgabe des neuronalen Netzes
dar. Wie diese Ausgabe im Detail aussieht, ist an die Problemstellung anzupassen, auf die
das neuronale Netz angewandt wird. Fiir die Klassifizierung handschriftlicher Ziffern bietet
sich eine Ausgabeschicht aus 10 Neuronen an, wobei jedes Neuron eine Ziffer darstellt. Das
Neuron mit der hochsten Aktivierung entspricht dann dem Ergebnis des Netzes.
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Fiir viele Anwendungen ist es niitzlich, die Ausgabe der letzen Schicht als Wahrscheinlich-
keitsverteilung aufzufassen. In unserem Beispiel also die Wahrscheinlichkeit, dass auf einem
Bild eine bestimmte Ziffer abgebildet ist. Dies ist mit einer Sigmoid-Ausgabeschicht jedoch
nicht moéglich, da die einzelnen Aktivierungen zwar immer zwischen 0 und 1 liegen, die Sum-
me iiber die verschiedenen Aktivierungen aber nicht notwendigerweise 1 ergeben muss. Um
dieses Problem zu l6sen, verwendet man héufig eine Ausgabeschicht mit der in Gleichung
(3.6) eingefiihrten Softmax Funktion als Aktivierung. Diese bringt dariiber hinaus auch
noch einige andere Vorteile. In den meisten Féllen wird die Softmax Aktivierungsfunktion
ausschlieflich in der Ausgabeschicht verwendet. Das liegt zum einen daran, dass die Inter-
pretation als Wahrscheinlichkeitsverteilung in den verborgenen Schichten nicht notwendig
ist. Zum anderen hat eine Anderung an einem Neuron in einer Softmaxschicht zwangsliufig
Auswirkungen auf alle anderen Neuronen in dieser Schicht, da die Summe iiber alle Akti-
vierungen weiterhin 1 ergeben muss. Diese zusétzlichen Abhéngigkeiten versucht man zu
vermeiden. Fiir verborgene Schichten werden deshalb iiblicherweise sigmoidale Neuronen
verwendet.

Die Schichten zwischen der Ein- und der Ausgabeschicht werden als verborgene Schicht
bezeichnet. Dienen in diesen Schichten die Ausgabewerte der Neuronen in der Schicht n-
1 ausschlieflich als Fingabewerte der Neuronen in der n-ten Schicht, so spricht man von
einem feedforward-Netz. Im Gegensatz dazu gibt es auch rekurrente Netze, in denen eine
Riickkopplung stattfinden kann. Sie kommen damit der Funktionsweise eines menschlichen
Gehirns wesentlich néher, sind jedoch deutlich schwieriger zu trainieren. Im Rahmen dieser
Arbeit werden wir uns auf feedforward-Netze konzentrieren, rekurrente Netze seien somit
nur der Vollstéandigkeit halber erwéhnt.

Mehrere verborgene Schichten erméglichen das Losen von komplexeren Aufgaben, jedoch
wird dadurch der Lernprozess deutlich erschwert. Ahnliches gilt fiir die Anzahl der Neuronen
pro Schicht. Mehr Neuronen in einer Schicht verbessern unter Umsténden die Ergebnisse
des Netzes, jedoch wird dadurch der Lernprozess aufwendiger. Fiir die genaue Architektur
eines neuronalen Netzes gibt es keine exakten, allgemein giiltigen Regeln [5]. Wir werden in
Abschnitt [6] verschiedene Architekturen kennen lernen und diese miteinander vergleichen.

3.2 Lernprozess neuronaler Netze

In Abschnitt [3.] haben wir gesehen, wie ein KNN aufgebaut ist und funktioniert. Jedoch
bleibt noch die Frage offen, wie die optimale Wahl der Parameter erfolgt. Das geschieht im
Lernprozess des neuronalen Netzes. Im Wesentlichen gibt es zwei Arten von Lernprozessen,
iiberwachtes und uniiberwachtes Lernen. Fiir die Anwendung in dieser Arbeit spielt un-
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iiberwachtes Lernen keine Rolle. Wir werden deshalb im Folgenden nur auf das iiberwachte
Lernen eingehen.

3.2.1 Uberwachtes Lernen mithilfe der Fehlerfunktion

Beim iiberwachten Lernen werden ein Satz von Trainingsdaten x; mit den dazugehérigen
korrekten Ergebnissen y(z;) verwendet. Ziel des Trainingsprozesses ist es, die Parameter
des Netzes so anzupassen, dass die Ausgabe des Netzes moglichst genau mit den y(z;)
{ibereinstimmt. Dies ist am besten umzusetzen, wenn eine kleine Anderung der Parameter
auch nur kleine Anderungen in der Ausgabe des Netzes erzeugen. Hier erkennen wir nun
den Vorteil stetiger Aktivierungsfunktionen. Eine Unstetigkeit wie in Gleichung fiihrt
dazu, dass kleine Anderungen der Gewichte eine vollig andere Ausgabe verursachen kénnen.
Dieses chaotische Verhalten fithrt zu grofsen Schwierigkeiten, einen konvergierenden Lernal-
gorithmus zu finden. Somit verwendet man, trotz der Analogie zwischen Perzeptronen und
biologischen Nervenzellen, in den meisten Féallen Neuronen mit stetigen Aktivierungsfunk-
tionen.

Um nun herauszufinden, welche Modifikationen der Parameter das KNN verbessern, fithren
wir die Fehlerfunktion C(w) als quantitatives Maf fiir die Qualitdt des neuronalen Net-
zes ein. Man kann verschiedene Formen der Fehlerfunktion wahlen. Da sich anhand des
mittleren quadratischen Fehlers die charakteristischen Eigenschaften einer Fehlerfunktion
besonders gut erkennen lassen, verwenden wir zunéchst diesen als Fehlerfunktion:

Cw) = 5= 3 lly(a) — alw, b, (37)

Hierbei stellt n die Gesamtzahl der Trainingsdaten und a(w,z) die Ausgabe des Netzes
dar. Man erkennt an Gleichung deutlich, dass die Fehlerfunktion verschwindet, wenn
die Ausgaben des KNNs mit den korrekten Ergebnissen iibereinstimmen. Gleichzeitig gilt
C(w) > 0 fiir alle w.

Verwendet man die Softmax Funktion in der Ausgabeschicht, kann man die Aktivierun-
gen, wie zuvor erlautert, als Wahrscheinlichkeitsverteilung interpretieren. Dies ermoglicht
uns nun einen allgemeineren Ansatz zum Anpassen der Parameter des Netzes. Nach der
Maximum-Likelihood-Methode wahlt man diejenigen Parameter, die die Wahrscheinlich-
keit fiir die beobachteten Daten maximiert. Im Fall der Ziffernerkennung wird also die
Wahrscheinlichkeit der korrekten Ziffer maximiert. Zu diesem Zweck fiithren wir die Log-
Likelihood Fehlerfunktion ein:

) (3.8)

C(w) = —%Zln(aé) = —% Zln ( €%y

L
Dok ek
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Hierbei sind y € [0,9] die in entsprechenden Trainingsdaten z dargestellte Ziffern. a?]j ist
also die Aktivierung des zu dieser Ziffer gehérenden Neurons in der Ausgabeschicht L. zé:
ist die zugehorige Ubertragungsfunktion, n stellt wie iiblich die Anzahl der Trainingsdaten

dar.

Ist das Netz in der Lage, den Zahlenwert y des entsprechenden Bildes korrekt zu klassifizie-
ren, so nimmt aﬁ ein Wert nahe 1 an und die Fehlerfunktion wird gering. Ist das Ergebnis
des Netzes sehr schlecht, so liegt a5 nahe der 0, die Fehlerfunktion wird sehr grofs. Aufgrund
des Vorzeichens ist gewéahrleistet, dass C'(w) > 0 fiir alle w gilt. Die negative Log-Likelihood
Funktion hat also alle Eigenschaften, die wir von einer Fehlerfunktion erwarten [5] [15].

Aus der vorangegangenen Diskussion ist klar geworden, dass das Ziel des Trainingsprozesses
sein wird, die Fehlerfunktion zu minimieren. Diese ist eine hochdimensionale Funktion, die
aufgrund der nichttrivialen Abhéngigkeit der Ausgabe a von w eine Vielzahl von lokalen
Minima besitzen kann. Wir haben also den Lernprozess des neuronalen Netzes auf ein
nichttriviales Optimierungsproblem zuriickgefiihrt. Ublicherweise versucht man dieses mit
einem einfachen Gradientenverfahren zu behandeln. Wir werden dieses im spéteren Verlauf
der Arbeit durch die Flussgleichungsmethode ersetzen.

3.2.2 Berechnung des Gradienten der Fehlerfunktion

Sowohl fiir einfache Gradientenverfahren als auch fiir die Flussgleichungsmethode werden
wir den Gradienten der Fehlerfunktion brauchen. Durch Anwendung der Kettenregel erhélt
man

0C _ 4a0C
8w§-k k azé-

(3.9)

Dabei stellt wé-k das Gewicht des k-ten Neurons in der Schicht [ — 1 zum j-ten Neuron

in der [-ten Schicht und aﬁ;l die Aktivierung des k-ten Neurons in der Schicht [ — 1 dar.
Fir 0C/ 8,2;» erhélt man durch erneute Anwendung der Kettenregel und Gleichung |D die
folgende Form:

oC 9C 141 i
— = Z Wiy 0 (25) (3.10)
azj - 8Zj+1 ¥ J

Dabei stellt o (zé) = 80(,2;-) / 8,2;- die Ableitung der Aktivierungsfunktion dar, welche pro-
blemlos berechnet werden kann. Anhand von Gleichung erkennt man, dass die parti-
ellen Ableitungen in der Schicht [ mithilfe der Ableitungen aus der Schicht [ + 1 berechnet
werden konnen. Sind also die Ableitungen der Ausgabeschicht bekannt, so ldsst sich der ge-

samte Gradient iterativ berechnen. Mithilfe der Kettenregel erhélt man fiir die Ableitungen
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der Ausgabeschicht L die folgende Formel:

oC oC
J J

Alle Terme in Gleichung ([3.11]) lassen sich elementar berechnen, dabei miissen noch die ver-
schiedenen Aktivierungsfunktionen im neuronalen Netz sowie die verwendete Fehlerfunktion
berticksichtigt werden. Fiir die in Abschnitt erlauterte Kombination aus Softmax Funk-
tion in der Ausgabeschicht und der Log-Likelihood Fehlerfunktion erhélt man fiir Gleichung
(3.11)):

oc 1 I

2L " n > (af —yj) (3.12)

J T

In den verborgenen Schichten wird die Sigmoidfunktion verwendet und man erhélt somit
fiir die Ableitung der Aktivierungsfunktion:

o (Z) = aé-(l - aé») (3.13)

Damit lésst sich nun der gesamte Gradient berechnen, indem man zunéchst die Eingabe-
daten durch das Netz propagieren lasst, um die Werte der az» zu erhalten und dann das
Netz riickwérts durchlauft, wobei man iterativ die einzelnen Ableitungen berechnet. Dieses
Verfahren zur Berechnung des Gradienten in einem KNN wird auch als Backpropagation
bezeichnet, da es als Riickfithrung des Fehlers des Netzes interpretiert werden kann [5].

3.2.3 Effiziente Berechnung mithilfe stochastischer Approximation

Sowohl der mittlere quadratische Fehler als auch die Log-Likelihood Fehlerfunktion lassen
sich in der Form

Clw) = % et (3.14)

darstellen. Wobei iiber alle n verschiedenen C., den Fehlerfunktionen der einzelner Trai-
ningsbeispiele, gemittelt wird. Daraus folgt, dass auch der Gradient wie folgt schreiben
lésst:

C 1 0C,

i 3.15
ow n ~ ow ( )
Da man versucht die Zahl der Trainingsdaten x moglichst groff zu wahlen, um das KNN
zu verbessern, wie in Abschnitt genauer erlautert wird, stellt die Berechnung aller
% einen erheblichen Aufwand dar. Eine Moglichkeit, dieses Problem zu umgehen und die

Berechnung des Gradienten damit zu beschleunigen, ist die stochastische Approximation.
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Dabei schiatzt man den Gradienten der gesamten Fehlerfunktion ab, indem man nur iiber
eine Teilmenge der Trainingsdaten, einen sogenannten Mini-Batch, mittelt. Um jedoch wei-
terhin nicht nur einen Teil der Daten fiir den Lernprozess zu verwenden, wird nicht das
gesamte Training mit einer Teilmenge durchgefiihrt. Stattdessen verwendet man einen zu-
fallig ausgewéhlten Trainingssatz aus, filhrt mit diesem einen Teil des Trainingsprozesses
durch und wéhlt dann einen anderen Satz aus, um mit diesem weiter zu trainieren. So ver-
fahrt man solange, bis alle zur Verfiigung stehenden Daten verwendet wurden. Dies nennt
man einen Trainingsepoch. Nach Beendigung eines Epochs werden die Trainingsdaten zu-
fallig neu zu Mini-Batches angeordnet und das Training von Vorne begonnen [5].

3.2.4 Berechnung der Hesse-Matrix der Fehlerfunktion

Fiir die Flussgleichungsmethode in Form von Gleichung sowie verschiedene andere
fortgeschrittene Optimierungsverfahren ist es notig, auch die zweiten Ableitungen der Feh-
lerfunktion zu berechnen. Dies ist jedoch aufgrund der hohen Zahl an Parametern im neu-
ronalen Netz mit einem erheblichen numerischen Aufwand verbunden [5]. Wie wir im Laufe
der Arbeit sehen werden, erreichen wir auch unter Vernachléssigung der Hesse-Matrix Fr-
gebnisse von iiber 99% fiir die Klassifizierung handgeschriebener Ziffern. Aus diesem Grund
werden wir in dieser Arbeit nicht ndher auf die Berechnung hoherer Ableitungen in KNNs
eingehen. Es besteht aber natiirlich die Moglichkeit, dass es Anwendungen neuronaler Netze
gibt, fiir die die Berechnung der Hesse-Matrix Sinn macht. Dies ist z.B. nach dem in [16]
vorgestellten Verfahren exakt mdoglich. Aufgrund des hohen numerischen Aufwands sind
vor allem Né&herungsverfahren von besonderem Interesse, wie sie z.B. in [I7] dargestellt
werden.

3.3 Probleme beim Training neuronaler Netze

Der Trainingprozess neuronaler Netze weist verschiedene Schwierigkeiten auf und stellt da-
durch die grofite Herausforderung bei der Verwendung eines KNNs dar. Eine wichtiges Ziel
der vorliegenden Arbeit ist es, diesen mithilfe der Flussgleichungsmethode zu verbessern.
Deshalb fassen wir in diesem Abschnitt einige der bedeutendsten Probleme, sowie mogliche
Losungsanséitze zusammen. Aufserdem betrachten wir, inwieweit wir von der Verwendung
der Flussgleichungsmethode Verbesserungen erwarten und welche negativen Effekte vermie-
den werden sollten.
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3.3.1 Uberanpassung

Uberanpassung betrifft besonders Modelle, die eine grofie Anzahl freier Parameter besitzen.
Die grofse Menge an Variablen fiihrt dazu, dass solche Modelle zwar das Problem, anhand
dessen sie entwickelt wurden, sehr gut beschreiben kénnen, jedoch scheitern, wenn sie auf
neue oder verallgemeinerte Probleme angewandt werden. KNNs besitzen eine extrem grofe
Anzahl solcher freien Parameter, gleichzeitig will man aber eine Uberanpassung unbedingt
vermeiden. Schlieflich trainiert man neuronale Netze mit Trainingsdaten, um sie dann auf
neue Probleme anzuwenden. Die korrekte Klassifikation der Trainingsdaten ist hierbei nicht
das Ziel, sondern dient nur als Hilfsmittel. Es macht somit oftmals gar keinen Sinn, das
globale Minimum der Fehlerfunktion zu finden, da dies zwar einer perfekten Klassifikation
der Trainingsdaten entspréiche, das Netz jedoch nicht mehr so gut in der Lage wére neue
Daten korrekt einzuordnen. Es hétte somit im Prinzip nur die Trainingsdaten auswendig
gelernt und wiirde damit keinen Mehrwert liefern. Es gibt verschiedene Strategien, um diese
Situation zu verhindern.

Zahl der Trainingsdaten

Das wohl einfachste und effektivste Mittel gegen Uberanpassung ist die Anzahl der Trai-
ningsdaten. Je grofer die Zahl der verwendeten Trainingsdaten, desto besser verallgemeinert
das Netz liblicherweise. Verwendet man nur wenige Trainingsdaten, so wird das Netz in den
meisten Féllen kein Problem damit haben, diese sehr gut zu erlernen und die Fehlerfunktion
damit zu minimieren, jedoch hat es dann typischerweise grofsere Probleme beim Losen eines
neuen Problems. Stehen viele Daten zum Training zur Verfiigung, so wird das Netz gro-
fere Schwierigkeiten haben die Fehlerfunktion zu minimieren, dafiir wird der Unterschied
zwischen neuen und bereits bekannten Daten nicht so groft ausfallen. In vielen aktuellen
Anwendungen stellt die Beschaffung grofier Datenmengen eine erhebliche Schwierigkeit dar.
Uberanpassung spielt daher in diesen Fillen eine grofe Rolle. Fiir die handschriftliche Zif-
fernerkennung stehen in Form des MNIST Datensatzes bis zu 60.000 Trainingsdaten zur
Verfiigung. Die Uberanpassung fillt daher eher schwach aus, kann jedoch trotzdem beob-
achtet werden. Deshalb betrachten wir im Folgenden einige fortgeschrittenere Methoden
zur Abschwéchung dieses Problems.

Vorzeitiger Abbruch

Eine einfache Methode zur Vermeidung einer Uberanpassung ist der vorzeitige Abbruch des
Optimierungsprozesses. Allerdings stellt die Wahl des richtigen Zeitpunkts fiir das Been-
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den des Trainingsprozesses eine gewisse Herausforderung dar. Man kann zwar problemlos
wéahrend des Trainings die Qualitdt des neuronalen Netzes priifen, jedoch sind Plateaus
oder sogar Verschlechterungen ganz normal und bedeuten nicht notwendigerweise, dass ei-
ne Uberanpassung stattfindet und dass sich das KNN nicht zu einem spéteren Zeitpunkt
wieder verbessert.

Weight-Decay

Eine geschicktere Methode, um Uberanpassung zu vermeiden, ist die Regularisierung. Es
gibt verschiedene Methoden zur Regularisierung, die am héufigsten verwendete ist jedoch
die Weight-Decay-Methode. Dabei wird die bisherige Fehlerfunktion Cy durch einen zusétz-
lichen Regularisierungsterm erweitert:

A 2
C:Cw%zij (3.16)

Hierbei ist n die Gesamtzahl der Trainingssatze, w die Gewichte des Netzes und A der so-
genannte Regularisierungsparameter. Man erkennt anhand von Gleichung deutlich,
dass grofse Gewichte nur dann auftreten konnen, wenn sie zu einer deutlichen Verringe-
rung von Cy fithren. Es werden also iiberwiegend kleine Gewichte ermittelt werden. Dies
stellt natiirlich eine Einschrinkung dar und verschlechtert die Minimierung der urspriingli-
chen Feherfunktion Cy. Allerdings fiihrt die Verwendung kleiner Gewichte dazu, dass kleine
Anderungen der Eingabe nur einen geringen Unterschied fiir die Ausgabe des Netzes ver-
ursachen. Ein solches Netz ist somit robuster gegeniiber verrauschten Daten oder, wie in
unserem Beispiel, Unterschieden in den verschiedenen Handschriften.

Dropout

Ein anderer Ansatz zur Regularisierung ist der Dropout. Hierbei trainiert man in jedem
Schritt nur mit einem Teil der Neuronen. Man passt also auch immer nur einen Teil der
Parameter an. Nach jedem Mini-Batch werden dann neue Neuronen ausgewéhlt und mit
diesen trainiert. Dabei vernachléssigt man sinnvollerweise jedoch ausschlieflich Neuronen
aus den verdeckten Schichten. Verwendet man nun nach dem Trainingsprozess das gesamte
Netz, so besteht dieses aus deutlich mehr Neuronen, als das im Training der Fall war. Es ist
also nicht zu erwarten, dass die so erlernten Parameter besonders gute Ergebnisse liefern.
Um diesen Effekt auszugleichen, werden die Parameter entsprechend verringert. Verwendet
man wahrend des Lernprozesses beispielsweise nur die Hélfte der verdeckten Neuronen, so
werden die erlernten Gewichte am Ende halbiert.
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Dropout hat eine recht dhnliche Funktionsweise wie die Weight-Decay-Methode. Indem
man im Trainingsprozess immer wieder das neuronale Netz verdndert, ist das Netz am
Ende nicht so anfillig fiir kleine Anderungen in der Eingabe. Die Eingaben der einzelnen
Neuronen haben sich ja schliefslich wihrend dem Lernprozess stdndig verdndert. Somit ist
es dem Netz nicht mehr moglich, sich zu sehr auf die Trainingsdaten zu spezialisieren und
man erreicht eine bessere Verallgemeinerung |5, [18].

3.3.2 Wahl der Startwerte

Die Wahl giinstiger Startwerte hat in vielen Féllen erhebliche Auswirkungen auf das Ergeb-
nis eines Optimierungsprozesses. Besonders fiir Probleme mit einer Vielzahl von Minima,
was auf die Fehlerfunktion, wie in Abschnitt erwahnt, zutrifft. Die richtige Wahl der
Startwerte kann also erheblichen Einfluss auf den Erfolg des Lernprozesses eines neuronalen
Netzes haben. Wie zuvor erldutert fiihrt eine Regularisierung zu kleineren Gewichten. Es
erscheint also sinnvoll, fiir die Startwerte direkt Werte nahe 0 zu wéahlen. Dariiber hinaus
verlauft die Sigmoidfunktion an dieser Stelle anndhernd linear, was das System und damit
auch den Trainingsprozess deutlich vereinfacht. Wahrend des Optimierungsprozess werden
dann, falls n6tig, die Gewichte erh6ht und damit die Nichtlinearitéat verstérkt.

Die Wahl der Anfangswerte hat aber nicht nur Auswirkungen auf den Erfolg des Lernpro-
zesses, sondern auch auf die Geschwindigkeit, mit der das KNN lernt. Werden die Startwerte
z.B. durch eine Gaufverteilung mit Erwartungswert 0 und Varianz 1 erzeugt, so erfiillt man
zwar die vorherige Forderung, Startwerte nahe 0 zu wéhlen, jedoch fithrt das dazu, dass
die die Ausgaben der Neuronen hdufig in der Ndhe von 0 oder 1 liegen. In diesem Bereich
ist die Sigmoidfunktion allerdings sehr flach, wodurch kleine Anderungen der Gewichte nur
sehr geringe Auswirkungen auf die Ausgabe des Netzes haben. Es lernt also sehr langsam.
Eine bessere Wahl ist stattdessen eine zentrierte Gaufsfunktion mit Varianz \/rlﬂ’ wobei 1,

die Zahl der Eingabewerte des entsprechenden Neurons ist [5] [18].

Man erkennt also, dass eine Verringerung der Abhéngigkeit von den Startwerten eine erheb-
liche Erleichterung im Umgang mit neuronalen Netzen bedeuten kann. Dies motiviert die
Verwendung fortgeschrittenerer Optimierungsverfahren, wie die Flussgleichungsmethode.
Jedoch ist dabei besonders auf eine Uberanpassung zu achten.
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4 Numerische Optimierung der
Flussgleichungsmethode

Wie in den Abschnitten [2.4] und diskutiert wurde, besteht der grofte numerische Auf-
wand in der Invertierung der Hesse-Matrix bzw., fiir die Anwendung auf neuronale Netze,
bereits in der Berechnung dieser. Wir wollen deshalb in diesem Kapitel einige Moglichkeiten
betrachten, die Flussgleichungsmethode numerisch zu optimieren.

4.1 Vernachlassigung der Hesse-Matrix

Vernachléssigt man die Hesse-Matrix komplett in Gleichung (2.10)), erhélt man eine Fluss-
gleichung der Form
Ofn . _9F
ot~ Ofm

Lost man dieses Anfangswertproblem mit dem Euler Verfahren, ist dies dquivalent zum so-
genannten Gradientenverfahren oder auch Verfahren des steilsten Abstiegs (siche z.B. [19]).
Mithilfe des Corrector-Schritts lasst sich die Konvergenz des Verfahrens, wie in Abschnitt
diskutiert, noch verbessern. Man erhélt dann die folgende Iterationsvorschrift:

(4.1)

~ oE
» _p ey —5t9E 4.2
fa(tiz1) = fults) T (4.2)
5t [ OF 22
n(i =Iti) =5 | 37 to7 e
f ( +1) f ( ) 2 (afn t=t, afn t=t¢+1> ( )

Der Nachteil eines solchen Gradientenverfahrens ist, dass die Anderung von f, selber nur
noch von f, abhéngt. Dies fiihrt dazu, dass solche Verfahren meist nur sehr langsam kon-
vergieren, da man sich nicht auf direktem Weg dem Minimum néhert. Dadurch ergeben sich
mit dieser Methode schlechtere Resultate fiir den Fall, dass man am exakten Wert des Mi-
nimums interessiert ist, wie wir bei der Suche nach Grundzustéinden in Spinglas-Systemen
in Abschnitt sehen werden. Im Falle neuronaler Netze ist man jedoch, wie in Abschnitt
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diskutiert, oftmals gar nicht daran interessiert, die exakte Position des Minimums zu
finden, sondern moéchte die Parameter nur bis zu einem gewissen Punkt verbessern. Fiir
solche Anwendungen eignet sich dieses Verfahren somit sehr gut.

4.2 Optimierung mittels Neumannscher Reihe

Wir wollen nun eine weitere Méglichkeit betrachten, die Flussgleichungsmethode zu optimie-
ren. Dabei soll nicht die Hesse-Matrix an sich vernachléssigt, sondern ihr Inverses mithilfe
einer Neumannschen Reihe approximiert werden. Damit lésst sich eine inverse Matrix der
Form (I + T)~! ausdriicken durch [20]

o0

(I+T)"'=> (-T ~T. (4.4)

k=0

Wobei ||T|| < 1 gelten muss, was im Folgenden durch die entsprechende Wahl der Schritt-
weite zu gewahrleisten ist. I stellt die Einheitsmatrix dar. Zur iibersichtlicheren Notation
bezeichnen wir die Hesse Matrix aus Gleichung (2.10) zum Zeitschritt [ — 1 des Heun-

Verfahrens als
1—t4 0’FE

5m ,n +t
Faltizy) 00 fn

Die Idee ist es nun, die Hesse-Matrix zum Zeitschritt [ durch eine kleine Variation der
Matrix zum Zeitschritt { — 1 auszudriicken. Sodass wir die Form

Ay = (4.5)

tz1

A= A1+ 0tB_4 (46)

erhalten, wobei auch B;_; aus dem vorherigen Schritt bekannt sein soll und dt die Schrittwei-
te darstellt. Dies ermdglicht es uns, das Inverse der Hesse-Matrix wie folgt zu schreiben:

ATt = (A +0tBiy) = (T + 6tA Boy) P A, (4.7)
Mithilfe von Gleichung (4.4)) erhélt man daraus
At~ (I - 6tA T By ALY (4.8)

Damit haben wir die Matrixinvertierung als Produkt von Matrizen approximiert, die aus
dem vorherigen Schritt bekannt sind. Man muss damit nur einmal fiir den ersten Schritt
eine explizite Inversion durchfiihren. Diese ist jedoch trivial, da Ag fiir ¢ = 0 diagonal ist,
wie man in Gleichung erkennen kann. Da das Multiplizieren von Matrizen erheblich
schneller ist als das Invertieren, erwarten wir hiervon eine deutliche Beschleunigung des
Verfahrens.
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Betrachten wir nun Gleichung (4.5)) um A; auf die Form von Gleichung (4.6) zu bringen.
Dazu stellen wir A; durch in Abhéngigkeit von ¢;_; wie folgt dar.

1—t_; —6t O’E
A= — 0 s+ (g + 6t ————— 4.9
LS ol o e T U O T, ot 49)
Dies lésst sich umformen zu
Omn (1 —t1—1) fulti—1) < 0 > O’E
A=A 1+ 60t| — : — + {14+t 1= )| = . (4.10
P ( Fultiz1) Fu(ti-1)? “1ot) 9fudfm |, (4.10)
Aus dem Vergleich mit Gleichung (4.6)) ergibt sich damit
Om,n (1 —ti-1) fultio1) ( 0 ) °E
B_1=- : - + {14+t 1= ) = . 4.11
T fati) Fultii1)? "ot) 9fudfm |, (4.1)

Alle in Gleichung vorkommenden Terme sind prinzipiell aus dem vorherigen Schritt
bekannt. Je nach Form von E kann jedoch die Zeitableitung von 0?E /(0 f,0 fm) problema-
tisch sein. Gerade fiir die Anwendung auf neuronale Netze ist diese Form deshalb besonders
ungiinstig, da die Berechnung der dritten Ableitungen der Fehlerfunktion, analog zur Dis-
kussion in Abschnitt [3.2.4] besonders aufwendig ist. Diese Form der Entwicklung ist deshalb
in diesem Fall nicht praktikabel. Ist die Schrittweite gering genug und die zeitliche Ande-
rung von f,,(t) und 0?E/(df,0fm) nur sehr langsam, so kénnte man die entsprechenden
Terme in Gleichung unter Umstanden vernachlassigen und erhalt damit

Smm o)
+

Bj_1~— .
U o) 0fu0fml,, |

(4.12)

Wie wir im spéteren Verlauf der Arbeit sehen werden, ist es jedoch bei der Anwendung
auf KNNs sinnvoll, die Schrittweite sehr grof zu wéahlen, womit nicht zu erwarten ist, dass
diese Ndherung gerechtfertigt ist. Dariiber hinaus tritt auch in Gleichung die zweite
Ableitung der Fehlerfunktion auf, was, wie in Abschnitt diskutiert, ungiinstig ist.
Auch diese Form der Entwicklung ist somit ungeeignet fiir die Anwendung auf neuronale
Netze. Fiir Problemstellungen mit einer giinstigeren Form des Funktionals F konnte diese
Entwicklung jedoch prinzipiell eine erhebliche Beschleunigung der Flussgleichungsmethode
bedeuten.
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5 Spinglaser

Gléaser bzw. amorphe Festkorper unterscheiden sich von kristallinen Festkorpern durch ihre
ungeordnete atomare Struktur in der festen Phase. Analog dazu unterscheiden sich Spinglé-
ser von Ferromagneten durch ihre ungeordnete Spinstruktur bei tiefen Temperaturen. Diese
Unordnung wird durch zufillige, miteinander konkurrierende Wechselwirkungen mit ver-
schiedenen Vorzeichen in diesen Systemen verursacht und es ergeben sich daraus ungeord-
nete und frustrierte magnetische Systeme.

Solche ungeordneten Systeme weisen oft eine grofe Komplexitiat auf, wodurch ihre theore-
tische Behandlung eine erhebliche Herausforderung darstellt. Gleichzeitig fithrt ihre Kom-
plexitit zu einem grofsen Anwendungsbereich der, anhand ihrer, entwickelten Methoden.
Spingléser stellen ein ausgezeichnetes Modellsystem fiir komplexe Systeme dar, da die Kom-
plexitét hierbei bereits aus einem sehr simplen Modell hervorgeht. Dies hat dazu gefiihrt,
dass sie, trotz eingeschrankten technischen Nutzens, seit ihrer experimentellen Beobachtung
zu Beginn der 1960er Jahre intensiv untersucht werden [IJ.

Es gibt verschiedene theoretische Modelle zur Beschreibung von Spingléasern. Wir werden in
dieser Arbeit mithilfe der Flussgleichungsmethode Grundzusténde im Edwards-Anderson
Modell suchen und deshalb hier nur auf dieses néher eingehen.

5.1 Edwards-Anderson Modell

Im Edwards-Anderson Modell beriicksichtigt man ausschlieflich die Wechselwirkung zwi-
schen benachbarten Gitterpunkten auf einem d-dimensionalen Gitter. Der Hamiltonopera-
tor des Systems sieht dann wie folgt aus [21].

H=> Jjoio; (5.1)
Wobei o7 die Paulimatrix am Gitterplatz ¢ und J;; die Kopplungskonstante zwischen den
benachbarten Gitterpldtzen ¢ und j darstellt. Die J;; ergeben sich zuféllig aus einer zen-
trierten Gaufsschen Verteilung mit Varianz 1. Man erhélt somit sowohl negative als auch
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positive Werte fiir J;;, was zu konkurrierenden ferromagnetischen und antiferromagneti-
schen Wechselwirkungen fiihrt.

Wir werden im Folgenden ein zweidimensionales System in einem kombinierten longitudina-
len und transversalen Magnetfeld betrachten. Der Ausdruck aus Gleichung erweitert
sich damit zu
H=> Jijojo} —hs Y of —h.» o} (5.2)
(6,3) i i

hz bzw. h, stellen dabei die - bzw. z-Komponente des externen Magnetfelds dar.

5.2 Suche nach Grundzustanden mithilfe der
Flussgleichungsmethode

Die Suche nach Grundzustidnden von Spinglassystemen gehort zur Klasse der kombina-
torischen Optimierungsprobleme, die in verschiedenen Bereichen, wie z.B. der Informatik
oder den Ingenieurswissenschaften eine wichtige Rolle spielen. Wie viele Beispiele aus die-
sem Bereich ist auch dieses Problem NP-schwer und somit nicht effizient exakt losbar.
Deshalb benotigt man zu seiner Behandlung numerische Néaherungsverfahren wie die Fluss-
gleichungsmethode [22].

Um diese anwenden zu konnen, miissen wir zunéchst Gleichung (5.2)) in ein Optimierungs-
problem mit positiven Parametern kleiner 1 iiberfiihren. Dazu verwenden wir den allge-
meinsten Produktansatz

o) = J [ (e 1) + Bi [14)) (5.3)

)

fiir eine Losung des Systems. Dabei sind [1) und |}) die Eigenzustdnde von ¢*. Im Grund-
zustand des Systems konnen die Parameter «; und §; reell gewahlt werden, aufserdem gilt
die Normierungsbedinungung o + 3% = 1. Somit lisst sich Gleichungen auf ein Mini-
mierungsproblem der Energie

Elfa) =) Ji2fi = 1)(2f; = 1) = 2he 3 N/Fil = fi) —h: Y _(2fi — 1), (5.4)
(1,5) i i

beziiglich der Wahrscheinlichkeiten f; = 32 € [0,1], sich in einem Spin-Up Zustand zu
befinden, zuriickfithren [6].

Wir werden auf dieses Minimierungsproblem sowohl die in Abschnitt [2.4] dargestellte Fluss-
gleichungsmethode, als auch die im Abschnitt [4] hergeleiteten numerisch optimierten Ver-
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sionen anwenden und die Qualitdt der Ergebnisse sowie die benotigten Laufzeiten mitein-
ander vergleichen. Bei dem untersuchten System handelt es sich um ein Gitter mit 5x5
Gitterpunkten in einem externen Magnetfeld mit h, = 0.05 und h, = 0.1. Dabei wurden
100 zuféllige Instanzen des Spinglassystems mit einer Schrittweite dt = 0.001 minimiert,
wobei jeweils die Losung mit der geringsten Energie von 5 verschiedenen Startzustdnden
gewahlt wurde. Die Startzusténde der f; wurden gleichverteilt aus dem Intervall [0.45,0.55]
gewahlt.

Fiir die urspriingliche Form der Flussgleichungsmethode erhielten wir eine mittlere Energie
pro Gitterpunkt von F/N = —1.114 mit einer Standardabweichung von vE/N = 0.139
beziiglich der verschiedenen Realisierungen der J;;. Im Falle der kompletten Vernachlassi-
gung der Hesse-Matrix, wie im Abschnitt erlautert, erhielten wir fir £/N = —1.105
mit v/E/N = 0.130. Es ist anhand dieser Werte deutlich zu erkennen, dass die beiden Me-
thoden in dieser Anwendung vergleichbare Ergebnisse liefern, wenn auch die urspriingliche
Methode etwas bessere Ergebnisse liefert. Die in Abschnitt durchgefiihrte Entwicklung
der Flussgleichungsmethode weist in dieser Anwendung numerische Instabilitdten auf und
fiihrt somit zu keinem brauchbaren Ergebnis. Dies kénnte daran liegen, dass die Bedingung
|T|| < 1 nicht erfiillt wird, da die Schrittgrofe zu grof gewéhlt wurde. Eventuell liefe sich
das durch eine erhebliche Verringerung dieser verhindern, aber auch eine Verringerung der
Schrittweite um den Faktor 100 hat zu keiner Verbesserung gefiihrt. Auferdem widerspricht
dies dem urspriinglichen Ziel, das Verfahren zu beschleunigen. Die auftretenden Instabili-
taten fir diese spezielle Anwendung bedeutet jedoch nicht, dass das Verfahren nicht auf
andere Problemstellungen erfolgreich angewandt werden kann.

Die Vernachlissigung der Hesse-Matrix fithrt zu einer Beschleunigung des Verfahrens um
einen Faktor von 1.5. Im Falle eines Spinglassytems stellt jedoch die Berechnung dieser
keinen grofen Aufwand dar. Hier fiihrt also hauptséchlich die umgangene Invertierung zu
dem Geschwindigkeitsunterschied. Fiir Anwendungen, bei denen die Berechnung héherer
Ableitungen sehr aufwendig ist, ist deshalb ein erheblich groferer Geschwindigkeitsvorteil
zu erwarten. Wie in Abschnitt diskutiert, stellen neuronale Netze einen solchen Fall
dar. Wir haben anhand der Ergebnisse fiir Spinglassysteme gesehen, dass wir auch ohne
Berticksichtigung der Hesse-Matrix durchaus vergleichbare Ergebnisse erhalten. Aus diesen
Griinden werden wir im folgenden Abschnitt ausschlieflich auf diese Methode zuriickgrei-
fen.
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6 Handschriftliche Ziffernerkennung
mithilfe neuronaler Netze

Nach der Untersuchung der Energielandschaften von Spinglésern im vorherigen Abschnitt,
wollen wir nun die Flussgleichungsmethode auf den Trainingsprozess neuronaler Netze an-
wenden. Ein haufig betrachtetes Beispiel in der Entwicklung neuronaler Netze ist die Klas-
sifizierung handgeschriebener Ziffern. Dieses Problem ist anspruchsvoll genug, um an ihm
ernsthaft neue Methoden zu testen und gleichzeitig einfach genug, dass sich die Komplexitét
der Losungen, sowie die bendtigte Rechenleistung im Rahmen halten. Auferdem liegen in
Form des MNIST Datensatzes ausreichend Trainings- und Testdaten vor.

6.1 Verwendete Trainings- und Testdaten

Der MNIST Datensatz enthélt insgesamt 70.000 Graustufen Bilder mit einer Gréfe von
28x28 Pixel. Davon dienen 60.000 Bilder als Trainingsdaten und die iibrigen 10.000 als
Testdaten, diese beiden Datensétze enthalten Bilder von unterschiedlichen Personen, so-
dass die Qualitdt des neuronalen Netzes mithilfe von Bildern iiberpriift wird, die wahrend
des Trainingsprozesses nicht verwendet wurden. Dies ermoglicht es auch, das in Abschnitt
diskutierte Ubertraining zu detektieren. Die 60.000 Trainingsdaten werden wir in zwei
weitere Datensédtze aufteilen. 50.000 der Bilder verwenden wir fiir den Trainingsprozess
des neuronalen Netzes, die {ibrigen 10.000 Bilder dienen zur Validierung des KNNs, um
damit die Werte fiir die Hyperparameter des Netzes, wie Schrittgrofie oder Neuronenzahl
anzupassen.

6.2 Verschiedene Architekuren neuronaler Netze

Neben dem Trainingsprozess spielt auch die Architektur eines neuronalen Netzes eine ent-
scheidende Rolle fiir die Qualitét des Netzes. Die Architektur hat wiederum Auswirkungen
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auf den Erfolg sowie den Aufwand des Trainingsprozesses. Wir werden deshalb verschiede-
ne KNNs mit unterschiedlich komplizierten Architekturen mit der Flussgleichungsmethode
trainieren und die Ergebnisse vergleichen.

Die Ein- und Ausgabeschichten sind dabei bei allen Netzen identisch. Da die Eingabeschicht
nur die Eingabedaten repréasentiert, ist ihre Form durch das Format der Daten festgelegt.
In unserem Fall handelt es sich um Bilder mit einer Grofle von 28 x 28 = 784 Pixeln. Die
Eingabeschicht besteht also aus 784 Neuronen, deren Ausgabewerte den entsprechenden
Graustufenwerten des jeweiligen Pixels entsprechen. Die Ausgabeschicht besteht aus 10
Neuronen, wobei jedes Neuron einer Ziffer entspricht. Die Ausgabe des Netzes stellt das
Neuron mit der héchsten Aktivierung dar.

6.2.1 Vollstandig verbundene Netze

Bei vollstandig verbundenen Netzen ist jedes Neuron aus einer Schicht mit allen Neuronen
in der néchsten Schicht verbunden. Dies hat den Effekt, dass jede zusétzliche Schicht, die
Zahl der Parameter des Netzes deutlich erh6ht und damit den Trainingsprozess aufwendiger
gestaltet. Es gilt also abzuwégen, ob die Verbesserung, die durch eine zusétzliche Schicht
erreicht werden kann, groft genug ist, um das aufwéndigere Training zu rechtfertigen.

Die einfachste vollstdndig verbundene Struktur verzichtet auf eine verdeckte Schicht. Ein-
und Ausgabeschicht werden also einfach direkt miteinander verbunden. Von einem solchen
Netz ist jedoch nicht zu erwarten, dass es komplexe Aufgaben besonders gut 16sen kann und
wir werden spéter sehen, dass es auch fiir das MNIST Problem deutlich schlechtere Ergeb-
nisse liefert, als Netze mit tieferen Schichten. Das liegt daran, dass tiefere Architekturen die
Moglichkeit bieten, eine Aufgabe in kleinere, einfachere Teilaufgaben aufzuteilen. Die Er-
gebnisse dieser Teilprobleme werden dann zur Losung der eigentlichen Aufgabe kombiniert.
Am Beispiel der Ziffernerkennung wiren solche Teilaufgaben beispielsweise das Erkennen
von einfachen Formen, wie geraden Linien, Kreisen oder Bogen, aus denen die unterschied-
lichen Ziffern dann zusammengesetzt werden.

Wir fiithren deshalb verborgene Schichten ein. Die Zahl der Neuronen dieser Schichten spielt
ebenfalls eine wichtige Rolle fiir die Qualitéat des Netzes. Wir werden verborgene Schichten
mit 100 Neuronen pro Schicht verwenden. Wir werden sehen, dass das Einfiihren einer
verborgenen Schicht eine erhebliche Steigerung verursachen, die Verwendung einer zweiten
verborgenen Schicht, jedoch keinen groften Unterschied machen wird. Das liegt daran, dass
tiefe Netze schwieriger zu trainieren sind als flache Netze. Speziell Netze mit sigmoidalen
Neuronen sind davon betroffen. Einer der Hauptgriinde dafiir ist das Vanishing Gradient
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Problem, auf welches wir an dieser Stelle nicht genauer eingehen WerdenE Wir werden es
stattdessen durch die Verwendung der im folgenden Abschnitt vorgestellten Convolutional
Nets umgehen [5].

6.2.2 Convolutional Nets

Wie im vorherigen Abschnitt angesprochen, erhofft man sich von tieferen Architekturen die
Moglichkeit, Probleme in Subprobleme aufzuteilen und aus deren Losung auf die des Haupt-
problems zu schliefsen. Diese Idee spielt im Aufbau von Convolutional Nets (ConvNets) eine
zentrale Rolle. Im Gegensatz zu den vollsténdig verbundenen Netzen sind diese in der Lage
die rdumlichen Strukturen des Bildes zu beriicksichtigen. Aufserdem ermdglicht ihre Archi-
tektur ein schnelles Training trotz einer Vielzahl an Schichten. Anstatt alle Eingabewerte
mit allen Neuronen in der ndchsten Schicht zu verbinden, tastet man hierbei das Bild Stiick
fiir Stiick ab. Dieses Vorgehen ist biologisch in Form des rezeptiven Feldes motiviert. Man
verbindet dabei nur einen bestimmten Bereich des Bildes, das sogenannte rezeptive Feld,
mit dem ersten Neuron der nédchsten Schicht. Das zweite Neuron dieser Schicht wird dann
mit einem anderen, gleich grofen Bereich des Bildes verbunden. Beginnt man beispielsweise,
wie in Abbildung[6.1] dargestellt, im linken Eck des Bildes, so konnte man den betrachteten
Bereich jeweils um ein Pixel weiter nach rechts verschieben, bis man am Rand des Bildes
angelangt ist. Man fahrt dann fort, indem man einen Schritt nach unten macht und dann
wieder vom linken bis zum rechten Rand lauft. Dies fithrt man so weiter, bis man schliefs-
lich das rechte untere Eck des Bildes erreicht. Im Falle eines rezeptiven Feldes von 5 x 5
Pixeln hat somit jedes Neuron 5 Gewichte und einen Bias-Parameter. In diesem Fall erhalt
man damit, mit einer Schrittgréfse von einem Pixel, fiir die 28 x 28 Pixel Bilder eine erste
verdeckte Schicht aus 24 x 24 Neuronen.

input neurons input neurons
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Abbildung 6.1: Abtasten der Eingabeschicht nach dem biologischen Vorbild des rezeptiven Bildes.
Das rezeptive Feld hat dabei eine Grofse von 5 x 5 Pixeln. Es wird eine Schrittgrofe
von einem Pixel verwendet, wie beim Vergleich des rezeptiven Feldes des ersten
Neurons (links) mit dem des zweiten Neurons (rechts) zu erkennen ist. Abbildungen
aus [5].

!Detailliertere Betrachtungen sind z.B. in [5] oder |23] zu finden.



6.2 Verschiedene Architekuren neuronaler Netze 29

Neben der rdaumlichen Aufteilung des Bildes in rezeptive Felder gibt es noch einen weiteren
konzeptionellen Unterschied zu den vollstandig verbundenen Netzen. Man verwendet geteil-
te Gewichte w, was bedeutet, dass jedes Neuron in der verdeckten Schicht die exakt gleichen
Parameter verwendet. Damit ergibt sich fiir die Aktivierung a; ;. des j, k-ten Neurons in der
ersten verdeckten Schicht

4 4
a;k =0 (Z Zwm,na2+m,k+n> =0 ([w * ao]jk) , (6.1)

m=0n=0

mit einem rezeptiven Feld der Grofe 5 x 5. Wobei [w * a®];, = 320 S wmma? mkn
die Form einer diskreten Faltung hat, was den Ursprung des Namens Convolutional Net
darstellt [15]. Die Verwendung geteilter Gewichte hat natiirlich den Effekt, dass die Zahl der
benotigten Parameter pro verdeckter Schicht in ConvNets deutlich geringer ist, es ist jedoch
nicht sofort ersichtlich, inwiefern das zur erfolgreichen Klassifizierung der Bilder beitréagt.
Heuristisch ldsst sich die Funktionsweise dieses Vorgehens wie folgt beschreiben. Dadurch
dass jedes Neuron in der Schicht die gleichen Parameter besitzt, erlernt diese das Erkennen
von gewissen Strukturen oder Merkmalen im Bild und kann diese lokalisieren. Beispiele
dafiir wiren Kanten und Ecken, sowie ihre Position im Bild [5] 24]. Aus diesem Grund
werden solche Schichten auch als Feature Maps bezeichnet. Eine Schicht ist dann jedoch
nur in der Lage, ein bestimmtes Merkmal zu erkennen. Um die Ziffern richtig zu charak-
terisieren, sollte das Netz jedoch in der Lage sein, mehrere Merkmale sowie ihre raumliche
Lage miteinander zu kombinieren. Dies motiviert die Verwendung mehrerer Feature Maps
parallel in der gleichen Schicht, dem sogenannten Convolutional Layer, was in Abbildung
[6-2] beispielhaft mit 3 Feature Maps dargestellt ist. Wir werden spéter ConvNets mit 20
Feature Maps in einer Schicht verwenden.

Eingabe- Verborgene Schicht
schicht mit 3 Feature Maps

I S

:J

Abbildung 6.2: Schematische Darstellung einer verborgenen Schicht, bestehend aus 3 Feature Maps.
Jede Feature Map ist mit der Eingabeschicht verbunden, es bestehen jedoch keine
Verbindungen zwischen den Feature Maps der gleichen Schicht.

Der dritte konzeptionelle Unterschied zu vollstandig verbundenen Netzen ist das Pooling,
was meist direkt nach Feature Maps angewandt wird. Dies geschieht in Form der sogenann-
ten Pooling Layer, welche, wie in Abbildung[6.3] dargestellt, jeweils genau mit einer Feature
Map verbunden sind und welche die Information, die sie von diesen erhalten, vereinfachen.
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Dies geschieht, indem ein Bereich von mehreren Neuronen der Feature Map auf ein Neu-
ron des Pooling Layers abgebildet wird. Dies kann auf unterschiedliche Weisen erfolgen,
wir werden in dieser Arbeit das sogenannte Max-Pooling verwenden und deshalb nur auf
dieses niher eingehen. Beim Max-Pooling wird aus einem Bereich von 2 x 2 Neuronen aus-
schliefslich das Neuron mit der héchsten Aktivierung beriicksichtigt. Dieses stellt dann das
entsprechende Neuron des Pooling Layers dar. Auf das Pooling Layer kann dann entweder
direkt die Ausgabeschicht, eine weitere Kombination aus Feature Maps und Pooling Layer
oder einfache vollverbundene Schichten folgen [5].

Eingabe- Verborgene Schicht Ausgabe-
schicht aus 3 Feature Maps Pooling Layer schicht
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Abbildung 6.3: Schematische Darstellung der Gesamarchitektur eines einfachen ConvNets. Verwen-
dung von Feature Maps in der ersten verborgenen Schicht, gefolgt von den zugehd-
rigen Pooling Layern, welche vollstdndig mit der Ausgabeschicht verbunden sind.

Wir werden in dieser Arbeit sechs verschiedene Architekturen testen und die Ergebnisse
miteinander vergleichen. Die Ein- und Ausgabeschicht sind fiir alle Netze identisch, die
Eingabeschicht wird durch das Format der Trainingsdaten vorgegeben, als Ausgabeschicht
wird eine Softmax Schicht (S) verwendet. Das einfachste Netz besteht nur aus Ein- und
Ausgabeschicht. Dariiber hinaus werden wir Netze mit einer bzw. zwei vollverbundenen
Schichten (V) verwenden. Diese enthalten jeweils 100 Neuronen. Aufserdem verwenden wir
auch Convolutional Nets. In diesen bestehen die Convolutional Layer (C) aus 20 Feature
Maps mit einem rezeptiven Feld von 5 x 5 Pixeln, die Pooling Layer (P) verwenden Max-
Pooling und eine Schrittgrofe von einem Pixel. Das einfachste der ConvNets besteht nur
aus einem Convolutional Layer, einem Pooling Layer und der Ausgabschicht. Dieses Netz
werden wir zusédtzlich noch durch eine vollstindig verbundene Schicht erweitern und so
ein weiteres Netz erhalten. Das komplexeste der verwendeten Netze verwendet zweimal
hintereinander die Kombination aus Convolutional Layer und Pooling Layer, worauf dann
abschlietend eine vollstandig verbundene Schicht und die Ausgabeschicht folgen.
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6.3 Training verschiedener neuronaler Netze mithilfe der
Flussgleichungsmethode

Fiir die Implementierung wurde der in [5] vorgestellten Code als Grundlage genutzt. Dieser
verwendet die Theano Bibliothek [25] fiir die Implementierung des neuronalen Netzes. Das
in [5] verwendete Gradientenverfahren wurde durch die Flussgleichungsmethode ersetzt. Die
im vorherigen Abschnitt dargestellten KNNs wurden dann sowohl mit der Flussgleichungs-
methode als auch dem stochastischen Gradientenabstieg trainiert, die Ergebnisse sind in
Tabelle dargestellt, wobei der Wert mit dem grofsten Anteil erkannter Validierungsdaten
aus allen Epochs verwendet wurde. Dabei setzen sich die Bezeichnungen der verschiedenen
Netze aus den im vorherigen Abschnitt verwendeten Abkiirzungen ihrer Schichten zusam-
men. VS steht also beispielsweise fiir ein Netz mit einer vollstdndig verbundenen Schicht
und einer Softmax Ausgabeschicht. Beim Training wurden eine Dropout, mit einer Dro-
poutwahrscheinlichkeit von 50% und Weight-Decay, mit einem Regularisierungsparameter
von A = 0.1 verwendet. Die Mini-Batches hatten eine Grofe von 10 und es wurden 30 Trai-
ningsepochs durchgefiihrt. Im Falle der Flussgleichungsmethode wurde mit einer Schrittgro-
e von 0.2 bis zu einem Maximalwert von 0.4 trainiert, fiir das Gradientenverfahren wurde
entsprechend eine Lernrate von 0.2 verwendet. Die wesentlich grofere Wahl der Schritt-
weiten im Vergleich zu Abschnitt und die Tatsache, dass das Intervall [0, 1] fiir den
Parameter ¢ nicht ganz ausgenutzt wurde, lasst sich mit der Diskussion in Abschnitt
motivieren. Wie dort erldutert, ist es nicht das Ziel des Trainingsprozesses das Minimum
der Fehlerfunktion zu erreichen. Die zuvor genannten Parameter wurden, mithilfe der, im
Abschnitt erlduterten, Validierungsdaten ermittelt.

| Architektur | S [ VS | VVs | CPS | CPVS | CPCPVS |

Validierungsdaten FGM | 91.19% | 96.87% | 95.97% | 98.72% | 98.90% | 99.09%
Validierungsdaten SGD || 92.21% | 96.51% | 96.24% | 98.72% | 98.81% | 99.07%
Testdaten FGM 90.13% | 96.39% | 96.07% | 98.53% | 98.83% | 99.15%
Testdaten SGD 91.44% | 96.08% | 95.75% | 98.58% | 98.71% | 99.02%

Tabelle 6.1: Ergebnisse der unterschiedlichen Netze und unterschiedlichen Trainingsmethoden im
Vergleich. Die Netze wurden mit der Flussgleichungsmethode (FGM), unter Vernach-
lassigung der Hesse Matrix (siehe Abschnitt sowie dem stochastischen Gradien-
tenabstieg (SGD) trainiert. Die Resultate sind vergleichbar, wenn auch die Flussglei-
chungsmethode, vor allem fiir tiefe Netze, tendenziell etwas bessere Ergebnisse liefert.

Da sich die beiden Verfahren, wie in Abschnitt angemerkt, nur durch den Corrector
Schritt unterscheiden, ist es zu erwarten, dass die Ergebnisse vergleichbar sind. Dies besté-
tigen die in Tabelle dargestellten Resultate. Allerdings liefert die Flussgleichungsmetho-
de, besonders fiir tiefe Netze, tendenziell etwas bessere Werte. Anhand von Tabelle lasst
sich auch der grofse Einfluss der Architektur des Netzes auf die Ergebnisse erkennen, der
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den Unterschied zwischen den verwendeten Trainingsmethoden deutlich tiberwiegt. Es lasst
sich aufserdem erkennen, dass das Training des Netzes mit zwei vollstidndig verbundenen
Schichten eine besondere Schwierigkeit aufweist und damit sogar schlechtere Ergebnisse er-
zielt wurden als mit einer einzelnen vollsténdig verbundenen Schicht, was die in Abschnitt
[6-2.7] erwiahnten Schwierigkeiten beim Training tiefer Netze widerspiegelt. Convolutional
Nets weisen diese Probleme hingegen nicht im selben Ausmaifs auf.
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Abbildung 6.4: Prozentualer Anteil der korrekt klassifizierten Validierungsdaten fiir den Trainings-
prozess mit der Flussgleichungsemthode (rot) und dem stochastischen Gradienten-
abstieg (blau) im Vergleich. Hier beispielhaft fiir zwei Architekturen dargestellt.
(a) zeigt die Ergebnisse fiir ein Netz mit zwei vollstindig verbundenen Schichten.
Fiir (b) wurde ein Convolutional Net mit einer zusétzlichen vollstandig verbunde-
nen Schicht verwendet. In beiden Fillen konvergiert die Flussgleichungsmethode
deutlich schneller. Beide Methoden konvergieren jedoch gegen vergleichbare Werte.

Durch den Corrector Schritt, ist es im Falle der Flussgleichungsmethode zweimal pro Zeit-
schritt ndtig, den Gradienten zu berechnen, was zu einer merklichen Verlangsamung im
Vergleich zum stochastische Gradientenabstieg fithrt. Allerdings konvergiert der Trainings-
prozess fir die Flussgleichungsmethode deutlich schneller, wie in Abbildung [6.4] beispielhaft
fiir zwei Architekturen dargestellt ist. Dieses Verhalten war bei allen verwendeten Architek-
turen zu beobachten, sodass sich die aufwendigere Berechnung wieder teilweise durch eine
geringere Zahl an bendtigten Trainingsepochs kompensieren lésst.
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7 Zusammenfassung und Ausblick

Wir haben in dieser Arbeit das in [6] vorgestellte numerische Optimierungsverfahren er-
lautert und mogliche numerische Optimierungen diskutiert. Dabei haben wir zum einen
die dabei verwendete Hesse-Matrix komplett vernachléssigt, zum anderen eine Reihenent-
wicklung fiir ihre Invertierung genutzt. Diese modifizierten Verfahren haben wir anhand
der Suche nach Grundzusténden in Spinglasern beziiglich Genauigkeit und Geschwindig-
keit verglichen, wobei die entwickelte Variante numerische Instabilitdten aufwies, was sie fiir
diese Anwendung untauglich macht. Abschlieftend haben wir das Verfahren, unter Vernach-
lassigung der Hesse-Matrix, auf den Lernprozess kiinstlicher neuronaler Netze angewandt
und die Ergebnisse mit dem iiblichen Gradientenverfahren verglichen. Dabei ist vor allem
die schnellere Konvergenz der Flussgleichungsmethode aufgefallen. Die Resultate waren
vergleichbar, wenn auch die Flussgleichungsmethode, gerade fiir tiefe Convolutional Nets,
etwas bessere Ergebnisse geliefert hat.

Im Falle vieler Anwendungen neuronaler Netze liefern einfache Optimierungsverfahren wie
der stochastische Gradientenabstieg zufriedenstellende Ergebnisse. Jedoch gibt es auch Si-
tuationen, in denen diese Verfahren an ihre Grenzen kommen. Dies kann an der Architektur
des Netzes liegen, wie wir anhand der tiefen, vollstdndig verbundenen Netze gesehen haben.
Aber auch eine geringe Anzahl an vorhandenen Trainingsdaten, sowie die Problemstellung
selber, auf welche das neuronale Netz angewandt wird, konnen eine Herausforderung im
Training eines KNNs darstellen. Es wire nun interessant, die Flussgleichungsmethode auch
in solchen Situationen anzuwenden. Wobei die Beriicksichtigung der Hesse-Matrix in diesen
Féllen wieder in Erwégung zu ziehen ist, da deren schnelle Konvergenz und besseren Ergeb-
nisse von entscheidendem Vorteil sein und damit den erhdhten Rechenaufwand rechtfertigen
kénnten.

Sowohl das Feld der kiinstlichen neuronalen Netze als auch der numerischen Optimierungs-
verfahren allgemein, weisen eine extrem grofe technische Relevanz und vielseitige Anwen-
dungen auf. Gleichzeitig sieht man in beiden Bereichen noch viel Potential fiir weitere
Entwicklungen. Sei es im Bereich der neuronalen Netze die Verwendung und das effektive
Training rekurrenter Netze, oder im Fall der numerischen Optimierung eine weitere Verrin-
gerung der Startwertabhéngigkeit und die Moglichkeit, sicher globale Minima zu erreichen.
Es bietet sich also ein weites Feld an relevanten Problemstellungen fiir die Zukunft.
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