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Zusammenfassung

Ziel der vorliegenden Arbeit ist es, das Verhalten eines Spinsystems auf einem an-
tiferromagnetischen Dreiecksgitter bei T'= 0 zu beschreiben. Da dieses System geo-
metrisch frustriert ist, ist es moglich, dass sich hochgradig entartete Spin-Liquid
Zustdnde auf dem Gitter ausbilden. Um dies herauszufinden wird der Heisenberg-
Hamiltonian in eine mogliche Form der zweiten Quantisierung tiiberfiihrt, die soge-
nannte Schwinger-Boson Darstellung. Zur Diagonalisierung des Hamiltonians wird
ein Mean-Field Naherung gemacht, die die Gittersymmetrien und die SU(2)-Symmetrie
des Spinsystems erhélt. Mithilfe einer Bogoljubow-Transformation wird der Hamil-
tonian anschlieBend diagonalisiert. Dabei fallen neuartige Anregungen auf die sich
bosonisch verhalten, jedoch ein AS = % tragen. Diese Spinonanregungen werden un-
tersucht, ihre Dispersionsrelation ermittelt und der experimentell messbare Struk-
turfaktor des Systems bei T'= 0 numerisch berechnet.
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Kapitel 1

Einleitung

In der modernen Welt ist Elektrizitat die zentrale Form des Energietransports, den
sich die Menschheit zu Nutze gemacht hat. Neben dem Transport von elektrischer
Ladung ist das Erzeugen starker Magnetfelder von einer zunehmend groflen Be-
deutung. Fiir verschiedene wissenschaftliche Anwendungen, wie beispielsweise das
Betreiben eines ringférmigen Teilchenbeschleunigers fiir geladene Teilchen wie dem
Large-Hadron-Collider (LHC) in der Nihe von Genf, oder aber auch fir bildgebende
medizinische Anwendungen, die mittlerweile weit verbreitet sind, wie die Magnetre-
sonanztomografie (MRT), werden starke Magnetfelder in der Grofienordnung von 10
Tesla magnetischer Feldstirke fiir den Betrieb benotigt. Wie die Maxwellgleichun-
gen der Elektrodynamik zeigen, ist fiir das Erzeugen eines starken Magnetfeldes eine
grofle Stromstérke notwendig. Um eine grofie Stromstérke moglichst energiesparend
zu erreichen versucht man, den Widerstand des verwendeten Leiters moglichst ge-
ring zu halten. Hier kommen Supraleiter zum Einsatz. Supraleitung ist ein Pha-
nomen, bei der elektrische Widerstand eines Materials nahezu verschwindet, wenn
eine gewisse kritische Temperatur (7.) unterschritten wird. Fur bisher realisierte
Anwendungen werden klassische Supraleiter wie Niob-Legierungen verwendet, deren
Sprungtemperatur mit 7, ~ 10K sehr niedrig ist, was eine entsprechend aufwéndi-
ge Kiihlung notwendig macht. Eine Alternative konnten Hochtemperaursupraleiter
darstellen wie zum Beispiel BigaSroCasCuszOq9 mit T, = 110K [1]. Fir Stoffe, die
ein solches Verhalten im Experiment zeigen, hat die theoretische Physik noch keine
Erklarung gefunden. Es werden verschiedene Modelle getestet. Ein Ansatz fiir an-
tiferromagnetische Stoffe sind neuartige, ungeordnete Spinzustdnde, die durch die
innere Geometrie des Materials eine geometrische Frustration besitzen. Diese unge-
ordneten Spinzustdnde, sogenannte Spin-Liquids, liegen energetisch hoher als Spin-
zustande mit antiferromagnatischer Ordnung, was die erhohte Sprungtemperatur
erklaren konnte.

In der vorliegenden Arbeit wird ein solches System eines quantenmechanischen,
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geometrisch frustrierten Antiferromagneten theoretisch untersucht. Auf einem Drei-
ecksgitter angeordnete Spins wechselwirken im Rahmen des Heisenberg-Modells fiir
Magnetismus miteinander. Der das System beschreibende Hamiltonian wird so ma-
nipuliert, dass ein ungeordneter, die Gittersymmetrien erhaltender Grundzustand
gefunden werden kann. Anschliefend wird dieser Grundzustand und elementare An-
regungen aus diesem Zustand untersucht.



Kapitel 2

Mathematisch-physikalische
Grundlagen

Dieses Kapitel gibt einen Uberblick iiber die wesentlichen mathematisch-physikalischen
Grundlagen, die zur Beschreibeung eines Spin-Liquid Zustands sinnvoll sind. In die-
sem Abschnitt sollen die Methoden unabhéngig von der konkreten Problemstellung
eines quantenmechanischen Antiferromagneten vorgetellt werden, um ein allgemei-
nes Verstédndnis fiir diese Rechenmethoden zu erhalten. Auch die genutzte Software
fiir numerische Berechnungen und graphische Darstellung der Ergebnisse, Wolfram
Mathematica 10, wird hier in kompakter Form vorgestellt.

2.1 Zweite Quantisierung

Die zweite Quantisierung ist eine effektive Methode, um Wellenfunktionen fiir Viel-
teilchensysteme (N o< 1023) aufzustellen und zu manipulieren. Entwickelt wurde die-
se Methode kurz nach der Einfiihrung der Quantenmechanik in der theoretischen
Physik Ende der 1920er Jahre. Federfiithrend in der Entwicklung der zweiten Quan-
tisierung war der britische Physiker Paul Dirac.

Die zweite Quantisierung ist vor allem dann eine sinnvolle Methode, wenn die Zahl
der Teilchen in einem System sich verdndert (grofilkanonisches Ensemble) und das
direkte Aufstellen einer Wellenfunktion sehr ineffizient ist. Dies ist oft der Fall bei
groflen Systemen mit identischen Teilchen, wie sie haufig in der Festkorperphysik
auftreten.

Die Wellenfunktion eines solchen Systems aus identischen Teilchen muss korrekt
(anti-)symmetrisiert werden [2]:

U(x1,..., Ty ooy Ty ) = CV (21, .00, By ooy Ty oo, TN) (2.1)
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Dabei muss ¢ = +1 fiir Bosonen und ¢ = —1 fiir Fermionen sein. Entwickelt man die
Wellenfunktion nun so, dass sie aus den Einteilchenwellenfunktionen zusammenge-
setzt ist, erhélt man folgende Form:

1
U(zy,...,xN) = al;)w ﬁcay..ow %:Cgpq)al (2p,) .- Pap (Tpy) (2.2)
In dieser Form sind cq,..ay die Entwicklungskoeffizienten und o, ist eine Funkti-
on, die bei gerader Permutation der ® o, =1 ist und bei ungerader Permutation
op = —1 ist. Man bezeichnet diese Form auch einen Determinantenzustand (fiir Fer-
mionen) bzw. einen Permanentenzustand (fiir Bosonen). In dieser Form wird auch
deutlich, weshalb es eine enormer Rechenaufwand ist, diese Form der Wellenfunk-
tion zu nutzen. Meist kennt man ja die Zustande der einzelnen Teilchen in einem
solchen System, will dann aber herausfinden, wie sich das makroskopische System
verhalt. Dazu missten dann jeweils die Entwicklungskoeffizienten cq, ..., bestimmt
werden und deren Anzahl ist oc (IV!).

Statt dieser expliziten Darstellung der Wellenfunktion geht man einen Schritt zu-
riick und schreibt die Wellenfunktion zunéchst in abstrakter Form auf, jedoch schon
korrekt (anti-)symmetrisiert:

1
| ar...an) = WZC% | ap1)) - | ap)) (2.3)
P

Hierbei sind | ay,(;)) abstrakte Zustandsvektoren (z.B. (z | ap1)) = @4 (1)(7)). Nun

definiert man lineare Erzeugung- und Vernichtungsoperatoren ag und ag, wobei a%

ein Teilchen im Zustand 3 erzeugt und der dazu adjungierte Operator ag ein Teilchen
im Zustand [ annihiliert.

a% | a1...an) =| B,aq...an) (2.4)
N

ag | or...an) = ng_l(ﬁ | ag) | a1...(no ag)...an) (2.5)
k=1

Diese Operatoren dienen unter anderem dazu, jeden Zustand des makroskopischen
Systems aus dessen Vakuumszustand durch (mehrfache) Anwendung von aj zu er-
zeugen und dabei diesen Zustand korrekt (anti-)symmetriert vorliegen zu haben.
Dies gelingt, da das ganze (Anti-)Symmetrieproblem in die Kommutatorbeziehung

zwischen a}j und ag ausgelagert wurde.

(a0, a}] = 6a g (2.6)
{aa,aTB} = 04,8 (2.7)

Hier ist 2.6 der charakterisierende Kommutator fiir bosonische Erzeugungs- und
Vernichtungsoperatoren und 2.7 der entsprechende Antikommutator fir fremionische
Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren.
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2.1.1 Besetzungszahldarstellung

Um eine brauchbarere Darstellung fiir den abstrakten Zustand zu bekommen, ist es
oft hilfreich in die Besetzungszahldarstellug zu wechseln. Dabei ist ng,die Anzahl der
Teilchen im Zustand ;. Die Besetzungszahldarstellung beschreibt den Zustand eines
Vielteilchensystems | f1...0x) vollstandig. Fiir Bosonen gibt es keine Beschrankung,
wie viele Bosonen in einem quantenmechanisch identischen Zustand sein kénnen
(ng, ={0,1,...00}. In einem System aus Fermionen ist dies wegen des Pauliprinzips
nicht méglich (ng, = {0,1}). Die Besetzungszahldarstellung sieht wie folgt aus:

|7’L1,n2,>:\/nl'1T2' |6161,B252> (28)
1 ,
(a))" ] 0) (2.9)

| n1,mng,...) =
) ) ];[ /_’I'LZ‘

In Gleichung 2.9 ist formuliert, wie man einen Zustand eines Vielteilchensystems
aus dessen Vakuum (| 0)) erzeugt. Eine sinvolle Ergianzung ist der hermitesche Be-
setzungszahloperators n; = azai, da dieser die Anzahl der Teilchen im Zustand j;
ausliest und gleichzeitig mit den zugehorigen Erzeugungs-und Vernichtungsoperato-
ren folgende Kommutatorrelation erfiillt.

[, ai] = —a (2.10)
=q (2.11)

[ﬁi’ a; i

2.2 Mean-Field Theorie

Eine Mean-Field Theorie (zu deutsch auch oft Molekularfeldtheorie) ist eine Néhe-
rungsmethode fiir Vielteilchensysteme, in denen die einzelnen Teilchen miteinander
wechselwirken. Hierbei werden die wechselwirkenden Teilchen als freie Teilchen in
einem externen Feld beschrieben. Das externe Feld fasst die Wechselwirkungen der
umliegenden Teilchen mit dem zu beschreibenden Teilchen zusammen. Die Verein-
fachung entsteht daraus, dass das externe Feld als konstant angenommen wird, also
alle Fluktuationen der umliegenden Teilchen vernachlassigt werden. Formal bedeu-
tet dies, dass die Mean-Field Naherung den Zustand mit dem grofiten Beitrag zur
Zustandssumme des Vielteilchensystems auswahlt und festsetzt, dadurch kann auch
von einer klassischen Ndherung gesprochen werden. Bezogen auf die Operatoren,
die das System beschreiben, versucht man bei einer Mean-Field Naherung, eine
komplizierte Operatorenkombination so zu vereinfachen, dass diese losbar wird, bei-
spielsweise diese zu Linearisieren oder auf eine quadratische Form zu bringen. Durch
diese Vereinfachung werden viele quantitative Werte unbrauchbar ungenau, jedoch
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lassen sich so oft qualitative Ergebnisse erzielen, die auf keinem anderen Weg er-
reicht werden konnen.

Erfolgreich angewendet wurde diese Methode beispielsweise bei Hamiltonians, die
das Verhalten von Flissigkristalle beschreiben oder der moglichen rdumlichen An-
ordnung von Aminosaureseitencketten an eine festgelegte Proteinstruktur.

2.3 Bogoljubow-Transformation

Die Bogoljubow-Transformation wurde 1958 von Nikolai Bogoljubow und John Ge-
orge Valatin gleichzeitig, aber unabhéngig voneinander entwickelt. Entwickelt wurde
die Bogoljubow-Transformation urspriinglich, um eine Losung fiir die Supraleitungs-
theorie von Bardeen, Cooper und Schrieffer (BCS-Theorie) in homogenen Systemen
zu finden. In der modernen Vielteilchenphysik ist diese Transformation eine oft an-
gewendete Operation, um Hamiltonians zu diagonalisieren, und somit stationére
Losungen der Schrédingergleichungen eines Systems zu bestimmen. Eine weitere
Anwedung der Bogoljubow-Transformation sind beispielsweise in der Erklérung des
Unruh-Effekt zur Schwarzkorperstrahlung, die ein beschleunigender Beobachter mes-
sen kann, ein stationdrer Beobachter jedoch nicht, zu finden.

Die Transformation ist ein Isomorphismus, der die (Anti-) Kommutatorrelation der
Algebra erhélt. Dies kann je nach System entweder eine fermionische Algebra oder ei-
ne bosonische Algebra sein. Im bosonischen Fall gilt fiir die bosonischen Erzeugungs-
und Vernichtungsopertoren bt und b der Kommutator [13, ET] = 1. Dies muss auch fiir
die neuen bosonischen Erzeugungs- und Vernichtungsopertoren AT und ﬁ gelten, also
13,61 =1 sein.

Nimmt man nun an, dass B eine Linearkombination aus b und b ist und zusétzlich
BT der adjungierte Operator zu B ist,

B =ub+ b (2.12)
BT =ub +0*b (2.13)

dann gilt fiir u und v (€ C) die Bedingung
lul? = vl*=1. (2.14)

Die Form der Bedingung an u und v weist auf die trigonometrischen Hyperbolfunk-
tionen als Parametrisierung hin [3]. Versehen mit einer komplexen Phase bilden sie
die allgemeine Parametrisierung fiir u und v.
u = e"“cosh(r) (2.15)
v = e 2sinh(r) (2.16)



2.4. NUMERISCHE BERECHNUNGEN/ MATHEMATICA 7

2.4 Numerische Berechnungen/ Mathematica

Fiir numerische Berechnungen und die graphische Darstellung der Ergebnisse wurde
die Software Wolfram Mathematica [!] eingesetzt. Die erste Version von Mathema-
tica kam 1988 auf den Markt und wird seitdem von der Firma Wolfram Research,
Inc. weiterentwickelt. Mathematica ist ein Softwarepaket, dass ein Algebrasystem
enthélt, womit symbolische Gleichungen verarbeitet werden konnen. Mathemati-
ca bietet auch die Moglichkeit viele numerische Methoden einzusetzen, um nicht-
analytische Funktionen zu berechnen. Zudem ist ein 2D und 3D Visualisierungstool
enthalten, mit dem Ergebnisse grafisch dargestellt werden kénnen. Die Gleichungen
und Befehle miissen in einer eigens fiir Mathematica enwickelten Programmierspra-
che formuliert werden.

Von spezieller Bedeutung ist im Folgenden der Befehl ,NIntegrate®. Dieser berech-
net das Integral einer Funktion, die keine analytische Stammfunktion besitzt, indem
die Stammfunktion numerisch angenahert wird. Der Befehl NIntegrate untersucht
zunachst die gegebene Funktion auf Pole am Rand und in der zu integrierenden
Domaéne. Ist die Funktion ,,glatt* genug, hat Mathematica mehrere numerische In-
tegrationsmethoden zur Verfiigung, um die Naherung durchzufiithren [5]. Man kann
manuell einstellen, an wie vielen einzelnen Punkten angenahert werden soll und
somit die Zeit beschranken, die die Berechnung bennotigt oder ein Genauigkeits-
ziel setzen, wie viele Stellen man genau berechnet haben will. Je nachdem mit
welcher Zielsetzung man die Berechnung startet und ja nach dem, wie die zu in-
tegrierende Funktion aussieht, wihlt Mathematica die geeignete moglichst effizient
arbeitende Methode aus, es ist aber auch moéglich alle Einstellungen manuell vorzu-
nehmen. Mathematica hat viele verschiedene Methoden zur Auswahl. Eine Methode
ist, dass Mathematica versucht eine geeignete analytische Funtion zu finden, die die
Ursprungsfunktion auf der Integrationsdoméne geniigend préazise anndhert (Globa-
1Adaptive). Oder Mathematica sucht mehrere Funktionen, die die Ursprungsfunktion
jeweils in Teilen gut anndhert (LocalAdaptive). Eine weitere Naherungsmethode ist
der Variablenwechsel mit Hilfe der Hyperbolfunktionen. Auch dabei wird die Ur-
sprungsfunktion abschnittsweise approximiert, diese Methode hat den Vorteil, dass
der transformierte Integrand doppelt exponentiell nach aulen abféllt, weshalb die
Methode auch DoubleExponential heifit. Zudem gibt es Methoden, die die Integra-
tionsdomane in regelmafligen Abstdnden abtastet oder die Punkte zur Integration
zufllig auswéhlt (Monte-Carlo Integration).



Kapitel 3

Systembeschreibung

In diesem Kapitel soll das Problem eines quantenmechanischen Antiferromagneten
auf einem zweidimensionalem Dreicksgitter naher betrachtet werden. Als Geometrie
liegt ein isotropes, zweidimensionales Dreiecksgitter aus gleichseitigen Dreiecken zu
Grunde. Die Orte der Spins sind jeweils an den Ecken der Dreiecke. Ein solches
Gittter ist in Abb. 3.1 dargestellt. Der Betrag des Spins S kann in dieser theoreti-
schen Betrachtung zunéchst als freier Parameter belassen werden. In vielen realen
Systemen ist der Betrag des Spins haufig S = %, da an den Gitterpunkten bei-
spielsweise Atome sitzen und das Verhalten der Valenzelektronen dieser Atome in
dem makroskopischen Festkorper beschrieben werden soll. Das Dreiecksgitter als
solches ist im hier betrachteten antiferromagnetischen Fall geometrisch frustriert,
was bedeutet, dass die Spins nicht so angeordnet werden konnen, dass ein eindeu-
tiger Grundzustand erreicht werden kann. Stattdessen ist der Grundzustand, den
das Spinsystem auf einem Dreiecksgitter annehmen kann, energetisch angehoben
und stark entartet. Das bedeutet, dass der makroskopische Grundzustand durch
viele verschiedene mikroskopische Zustédnde realisiert werden kann. Zudem soll der
Grundzustand alle Gittersymmetrien des Dreiecksgitters erhalten und auch unter
SU(2)-Transformationen des Spins invariant sein. Einen solcher, sogenannter Spin-
Liquid Grundzustand wird im folgenden gesucht.

3.1 Heisenberg-Hamiltonian

Der Hamiltonnian der die Wechselwirkung in dem System der Spins auf einem
zweidimensionalem Dreiecksgitter beschreibt, ist der Heisenberg-Hamiltonian. Der
Heisenberg-Hamiltonian liegt den gangisten Modellen zur Beschreibung von Magne-
tismus in Ferromagneten und Isolatoren in der theoretischen Physik zu Grunde. Die
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allgemeine Form des Heisenberg-Hamiltonians ist diese [7]:

H=> TijSi-S; (3.1)
0.

Dabei ist J;; die Kopplungsstérke der Wechselwirkung zwischen den Spins am Ort i
und j. J;; bestimmt auch welche Art von Wechselwirkung vorliegt. Ist J;; < 0 wird
die Wechselwirkung als ferromagnetisch bezeichnet, da die Energie minimiert wird,
wenn sich die jeweiligen Spins parallel ausrichten. Fir den Fall [J;; > 0 wird die
Wechselwirkung als anti-ferromagnetisch bezeichnet. Es ist fiir die Spins dann am
glinstigsten sich antiparallel zueinander zu orientieren. Einige einleitende Vereinfa-
chungen des Heisenbergmodells sind sinnvoll und kénnen gut begriindet werden. So
kann nur noch die Wechselwirkung zwischen néchsten Nachbarn betrachtet werden,
da diese den wichtigsten Beitrag zum Hamiltonian liefert. Die elemtaren Wechselwir-
kungen, die die Kopplungsstéirke bestimmen, sind in Stérke allesamt antiproportio-
nal zum Abstand, wie zum Beispiel die Abstoflung durch das Pauliprinzip (Potenzial
P x T%) Daher wird im Folgenden nur noch iiber benachbarte Gitterplatze <i,j>
summiert. Da das System ein isotropes Gitter aus gleichseitigen Dreiecken ist, kann
die Kopplungsstarke der Wechselwirkung J;; zu einer einzigen Konstante J verein-
facht werden [3]. In dem hier betrachteten Fall ist J > 0, da ein Antiferromagnet
untersucht werden soll.

H=T > 8i-5; (3.2)

<,5>

3.2 Schwinger-Boson-Reprasentation

Die Schwinger Boson Reprasentation des Heisenberg-Hamiltonians macht sich die
Vorteile der zweiten Quantisierung (vergleiche Abschnitt 2.1) zunutze. So kann das
innere Produkt der Spinoperatoren im Heisenberg-Hamiltonian durch die bosoni-
schen Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren dargestellt werden|[3]:

1 N ~_l ~ Al
S;- S, = Zz(bjﬁ 0 07)- (b o7 L 0T) , a=1,2,3 (3.3)
a
In dieser Gleichung wird implizit iiber die Spinindizes o, ¢/, 7 und 7’ summiert (ein-
steinsche Summenkonvention). Die Spinindizes kénnen die Werte 1 und | annehmen.
Die o, sind die Paulimatrizen:

S O ) S 3 R
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In dieser Formulierung kénnten sich nun jedoch noch beliebig viele Spins an einem
Ort i befinden. Daher muss ein Constraint aufgestellt werden, dass nur ein Spin des
Betrags S an dem Gitterplatz i vohanden ist:

Sl bio=r , k=2 (3.5)

Wichtig zu bemerken ist hier, dass Betrag von S nicht eingeschrankt ist. Durch
die Bedingung k = 2S5 ist sichergestellt, dass die Operatoren b' und b fiir jeden
halbzahligen Betrag S des Spin bosonische Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren
sind.

3.3 Mean-Field-Naherung

Der Heisenberg-Hamiltonian in einer Schwinger-Boson Représentation ist leider noch
nicht direkt diagonalisierbar beziehungsweise 16sbar, da der Hamiltonian noch quar-
tisch in den Operatoren bt und b ist. Daher wird nun mit Hilfe einer Mean-Field-
Theorie approximiert. Jedoch verwendet man keine klassiche Mean-Field-Theorie
iiber die Spinoperatoren S, da diese keine sinnvollen Ergebnisse liefern wiirde. Die
hier gesuchten Spin-Liquid Grundzustidnde sind eben gerade dadurch charakteri-
siert, dass der Erwartungswert (S) = 0 ist. Fiir einen solchen Erwartungswert ist ein
Mean-Field-Ansatz ungeeignet. Hier versucht man also, den Hamiltonian in solche
Operatoren zu iiberfithren, dass ein Mean-Field-Ansatz Sinn macht. Dies sind die
hier definierten Operatoren flij und Eij:

il 2 0 1

Aij - 5 Zbimf €o,0 bj,or’ y €ool = (_1 0) (36)
0,0

N 1 s

Bij =53 b0 bio (3.7)
o

Dabei ist €, , der angegebene antisymmetrische Tensor. Nun ist noch zu zeigen,
dass die Operatoren Aij und f?z-j geschickt kombiniert tatsdchlich das innere Pro-
dukt der Spinoperatoren sind, wie in Paper [3] Gleichung (4) angegeben. Hier : ...
: ist eine Notation fiir normal ordering, was bedeutet, dass alle Erzeugungs- und
Vernichtungsoperatoren, die dazwischen stehen geordnet werden und zwar so, dass
alle Erzeugungsoperatoren nach links und alle Vernichtungsoperatoren nach rechts
geordnet werden, ohne beim Vertauschen auf die Kommutationsrelationwn zu ach-
ten.

Si-8;=: BL.Byj: —AL Ay (3.8)
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Beweis:

(=

o

e
ST

Q9

2
5.’3
|

7 (bl 07 07)+ (B, 09,0 B7)- (F, 03 7))

/b") (b o3 B7))

((bT,Tbm bl biy)- (b%bn bl 1bj1)

(ib] i,y — b biy) - (1B 1By, — b b ) + (biy +b] big) - (BL 1By, +DF Byy)

= Z(bg,Tbi’Tb;Tber - b;Tbiva}Abﬂ?i - bhbi,ib;r-ﬁb“ + ?)}7¢8i,¢5;r~’¢bjy¢) +( )+ ()
LB i 40 b)) - (Bl 55 b BE Bt B Y (Byaboy — by b

= *(- (( i40i 1 0510y 1) ( it 05t 10 i) —(( 3,170 7 Y54 m)( 11051 = bi1bj1)))

1 ~ N a a ~
= G0, 07) - (B, 67) - =@ o € B - (b f )

(

—

— FM'—A + =
=
£

J,0 "1

= Bz'Tsz‘j : _A;rjf‘iij O (3.9)

Hier wurde ausgenutzt, dass Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren an unter-
schiedlichen Gitterplatzen miteinander kommutieren ([bz,b | = [bJr bT} =0).

17j
Nun kann ein Mean-Field Ansatz fiir die Operatoren flij und Bij gemacht werden
da im allgemeinen Fall fiir Antiferromagneten die Erwartungswerte (A;;) und (B;;)
ungleich 0 sind. Wie in Abschnitt 2.2 beschrieben, approxmiert man die Felder Aij,

fljj, Bij und Bjj durch ihren statistisch mittleren Wert, den Erwartungswert und
lasst dabei aber kleine Fluktuationen um diesen Wert zu

AD ~ (Aij®y 454D 5 B ~ (B + 6B (3.10)

dann kann der Hamiltonian wie folgt approximiert werden:

H=J Y :BLB;:—AlA; (3.11)
<1,7>
Hur=JT Y (BL)+8BL) - (Bij) +0B;) — (AL) + 8A%) - ((Ayj) +0As)
<Z,j>
= J<z><ff;5-> (Bij) — (ALY Aij) + (BI)OBij + (Bij)d Bl + O((6B)?)
1,
— (ALY Asj — (Aij)dAL — O((64:)%) (3.12)

Da die Fluktuationen um den Erwartungswert der Felder 512117- und 5Bij (und die je-
weils dazu hermitesch Konjugierten) klein sind, kénnen Terme der Ordnung O(((SAU)Q)
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und O((6B;;)?) vernachlissigt werden. Resubstituiert man dann noch die Terme
5flij und 5Eij durch die urspriingliche Approximation in 3.10, erhalt man den 16s-
baren Mean-Hamiltonian, analog zu Paper [3] Gleichung (7):

<1,7>
—(AL)(Aij = (Aij)) + e
=T Y (ALY AG) — (BEYBy) +T - (BLYBi;— (ALY Aij+ hee. (3.13)
<4,5> <t,j>

Der nun vorhandene Mean-Field-Hamlitonian bildet jedoch noch nicht vollstandig
ab, wie man zu einem Spin-Liquid Grundzustand kommt, der keine Gittersymmetrie
bricht. Er sollte zwar prinzipiell 16sbar sein, da er quadratisch in den Erzeugungs-
und Vernichtungsoperatoren bt und b ist, erfiillt aber noch nicht die Bedingung,
dass der Spin-Liquid Grundzustand des Systems keine Symmetrie des Gitters bre-
chen soll. Schaut man sich die Operatoren A” und BZ] noch einmal genauer an, stellt

man fest, dass das Operatorenpaar sz und ng magnetische Ordnung in dem ma-
kroskopischen Korper erzeugt. Jedoch brechen magnetisch geordnete Systeme Git-
tersymmetrien, zum einen die SU(2)-Symmetrie, dass das System symmetrisch sein
soll unter dem Flip eines jeden einzelnen Spins auf dem Gitter. Auch die Translati-
onssymmtrie bei Verschiebung um eine ungerade Anzahl von Gittervektoren in Git-
tervektorrichtung ist bei magnetisch geordneten Systemen gebrochen. Daher muss
der Beitrag von den Operatoren éij und éjj bei einem Spin-Liquid Grundzustand

verschwinden. Das heift, dass (B;;) = <EL> — 0 sein muss. Das Operatorenpaar A;;

und AL hingegen, erzeugt Singlettkonfigurationen der Spins an den Orten i und j.
Sind die Spins in Singlettkonfigurationen, brechen sie keine der Gittersymmetrien.
Der Erwartungswert (fl”> ist dann eine sogennante Singlettamplitude und hat eine
geometrische Richtung (vergleiche Abbildung 3.1).

Weiterhin ist aber der Constraint (3.5) an das System zu beachten, dass nur je ein
Spin an einem Gitterpunkt vorhanden sein soll. Da die Energie, sprich der Hamilto-
nian fiir den Grundzustand minimiert werden soll, kann der Constraint mit einem
Lagrangemultiplikator () versehen an den Meanfield-Hamiltonian angehéngt wer-
den. Zudem werden im Folgenden konstante Terme wie ((AL><AZ]>) vernachléssigt.
Diese Terme bilden einen konstanten Energieoffset, da der Nullpunkt der Energie
aber hier frei wahlbar ist, kann dieser Offset vernachlassigt werden. Daraus ergibt
sich der effektive Mean-Field-Hamiltonian, der im Weiteren genauer untersucht wer-
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den soll:

Harrers =T O (Ag) AL + (Ayj) U—AZbT b7
<1,7>
=—T 3 (Aibl, €q b7+ (Aij)biy €] 1) AZbIabf (3.14)

<i,j>

Nun wendet man jeweils eine Fouriertransformation auf die bosonischen Erzeugungs-
und Vernichtungsoperatoren an, um das Problem im Impulsraum betrachten zu
konnen, da sich dort weitere Vereinfachungen ergeben.

Ze'qﬂ’“ﬁ s b=l (3.15)
k
Damit sieht der Mean-Field Hamiltonian im Impulsraum zunachst so aus:

HMF off = —J Z A Ze z@f{e—ik-r}i);rc,a 6% Z):[],ﬁ) + <Aij>*<zei@ﬁ€ik'r_qu;y Eg 85
<'L7]> ,q an‘

- Azze*ﬁ‘"e“f Tibl GbT (3.17)

Anhand der Abbildung 3.1 kann man die Orte 7 der sechs nichsten Nachbarn des
i-ten Gitterpunktes explizit und in Abhéngigkeit vom Ort 7; umformulieren. Man
substituiert also 7; durch 754 ¢€723. Der Einfachheit halber wird der Betrag von
€1,2,3, das heifit die Gitterkonstante a des Dreiecksgitters gleich 1 gesetzt. Durch
diesen Schritt entfillt die Summe tber j.

Zudem antizipiert man, dass <Aw> unabhéngig der Orte i und j ist und (A”> e R
(vergleiche Sachdev []). Da die gesamte Problemstellung isotrop ist kann (A;;)
desweiteren zu +A vereinfacht werden, wobei das relative Vorzeichen von der Ori-
entierung der jeweiligen Singlettamplitude relativ zum dazugehorigen Gittervektor
€1,2,3 bestimmt wird. Somit formt man den Mean-Field-Hamiltonian um zu:

Harrerr = —TAY S e TTib, . €] b))

7 k .q

(ez‘fé(rﬁel) | iR (FitER) | ik (Fites) _ ik (Fi—E1) _ ik(Fi—e2) _ ei/?(ﬁf?g))

+h.e. =AYbl BT (3.18)
7

Nun kann man ¢-€, =¢q, , a=1,2,3 fiir eine bessere Ubersichtlichkeit definieren
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Abbildung 3.1: Isotropes Dreiecksgitter mit Spins jeweils an den Knotenpunkten

A

der Gitterlinien; griine Pfeile geben die Orientierung von (A;;) an; rechts in blau:
Orientierung der Gittervektoren €1 2 3, jeweils mit Betrag a (Gitterkonstante)
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und die Terme umsortieren und man erhélt
HMFeff — _jAZZ i(q+k) ”b ot Bi(ei‘h 42 4 13 _ pmia _ o792 _ pid3)
i kg
+h.c. —AquU ; (3.19)

Da in dieser Form nur noch der Term ¢“@t5)7i yvom Ort i abhéngt, kann man die

Summe iiber i ausfiihren und erhélt eine Deltafunktion ¢ Frko Was gleichbedeutend

ist mit k = —(. Diese Vereinfachung erlaubt es, die Terme, die abhéngig von ¢, sind,
zu Sinusfunktionen zusammenzufassen.

HMFeff = —jAqu N 65 (22)(sin(q1) + sin(q2) + sin(q3))

—jAZb,qa Tﬁ( 2i)(sin(q1) + sin(q2) + sin(gz)) AquU by

(3.20)
HyFerr = _jAZ qu gt~ bq,ib g.1)2i( ZSZ” qa))
_jAZ q,T q& —2i)( Zsm qa))
- )\qu7qu7¢ + b; 1bal (3.21)
q
Harress = =T A3 (bgrbg + E—qﬁm)%(g sin(ga))
q
_jAZ -q,4 q,T+bJr q\LAqT —2i)( Zsm Ga))
—/\qu7qu,T+b; 1Bl (3.22)
q

Bei den beiden Umformungen in Gleichung 3.21 und 3.22 hat man in einigen Ter-
men die Variable von § — —¢ und —¢ — ¢ verdndert, dadurch kann man den
Mean-Field Hamiltonian auf die folgende, kompakte Form bringen. Zugunsten einer
kompakteren Form wurde v =47 A(>, sin(q,)) definiert.

DN A 4T A(Sasin(ga)) ( ot
Harrerr == (0 bog) <_4¢jA(Zasin(qa)) A i

q

- Z (—w 1>wq=—2¢gpwq (3.23)
q
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Die hier eingefithrten Operatoren \Ilg und ¥, sind sogenannte Nambu-Spinoren, die
es erlauben, den Mean-Field Hamiltonian als eine einfache Bilinearform darzustellen
[6]. Von dieser Form ausgehend kann der Hamiltonian mit einer linearen, kanoni-
schen Transformation diagonalisiert werden.

3.4 Bogoljubow-Transformation

Wie im vorangegangenen Abschnitt in Gleichung 3.23 sichtbar ist, ist der Hamil-
tonian noch nicht diagonal beziiglich der Operatoren ¥, und \I’jl. Dieses Problem
l6st man, indem man die Operatoren einer Bogoljubow-Transformation unterzieht
(vergleiche Abschnitt 2.3). In diesem Abschnitt soll explizit gezeigt werden, dass die
Bogoljubow Transformation der geeignete lineare, kanonische Isomorphismus ist, um
den Hamiltonian zu diagonalisieren. Es sei die lineare Transformation gegeben:

T, =MY, (3.24)

Damit \ilq immernoch eine sinnvolle bosonische Algebra ist und der Hamiltonian
dadurch auch tatsidchlich diagonalisiert wird, miissen die beiden Bedingungen 3.25
und 3.26 erfillt sein (vergleiche Sachdev [9] Gleichung (2.7) und (2.11)). Dabei ist
o3 die Paulimatrix wie in Abschnitt 3.2 definiert.

—
(o, Wl = (W, %) = (03)i5 (3.25)
MiosM = o3 (3.26)

Nun macht man einen Ansatz fiir die Form von M und zeigt anschliefend, dass
dieser Ansatz richtig ist:

i ot Ug =V ( Tat
v, =MV, (AT% ) = ( 1 *q> <AT’ (3.27)

Damit ist auch \I~lq und \fl:rl gegeben:
- 1 * *
U, =M1, = < Ug Vg ) v, (3.28)

T wtiari-1 o gt L Uy =Vy
By = UM = 0 v (3.29)
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Die Bedingung 3.25 vereinfacht sich zunéchst, da [J4,9—4] = 0 ist. Man muss an-
schlielend noch zeigen, dass Wq,%ﬁ +J=1und [&T_ o1 V=g i) = —1ist:

~ At . A A At
= ot [ Dar el BarA=adl | _ (ot Vgq] 0
W“m_<ﬁ ) Bheied) T\ 00 Bae) B
V=g, Vg t) =g, 7=a Vg1 V—a

Nun nutzt man die Kommutatorrelationen fiir b und b und findet heraus, dass die
Bedingung 3.25 fiir alle U und V erfiillt ist.

A A 1 *7 *7 7 7
st Aql = 72y (Ugbar +V4 by ) Uaby 1+ Vah—g,1)

— (Ughl 4+ Vib—4, ) (Ugby 1 + VB, )

= o (UaUgby by 3 5 UgVabyaboq + UgVyBly B+ VoVl o)
1 S L o
=l (B 1l =B 1By 1) + V2 (b BT, =BT, by 1)
U?+Vv?
“uryvz o © (3.31)

Fiir den Kommutator [ﬁT_ q.1+ T—q,1] funktioniert der Nachweis ganz analog.
Die BogoljuboW-Transformation muss zusétzlich auch die zweite Bedingung (3.26)
erfiillen.

( us vy ) ( Uy —qu> _ ( UpUg— ViV —(U;‘Vi‘quUiq\/;]*)) . (1 0

Vg U_g) \=Vy —U%, ) T\ UV U_gVy) VA Ve —U Uy )~ 0 —1
S UiUy = Vi Vy=Ur U=V Vg = 1 (3.32)
s UVt U_gVy = UZVE 4+ UF Vi =0 (3.33)

Die Gleichung 3.32 gibt den Hinweis, dass die geeigneten Funktionen zur Parametrie-
sierung der Bogoljubow-Transformation die trigonometrischen Hyperbolfunktionen
sind.

Uy =UZ, = cosh(©,) (3.34)
V, =V, = sinh(6,)

w
(&
~—~



Kapitel 4

Analyse der Ergebnisse

Im vorangegangen Kapitel hat man alle Umformungen gemacht, um den Hamiltoni-
an auf Diagonalform zu bringen. Die nach Abschnitt 3.4 parametrisierte Bogoljubow-
Transformation diagonalisiert den Hamiltonian (analog zu Sachdev [9] Gleichung
(2.12)). Zu erkennen ist dies daran, dass die Offdiagonalelemente von o3 D identisch
sind. Driickt man diese beiden Matrixelemente auf 0, hat die Matrix 03D Diagonal-
form.

M~ Y63DM = o3D

(4.1)

B 1 A+iysinh(20,) iy — Asinh(20,)
" cosh(20,) \#y — Asinh(20,) —(A+iysinh(20,))

Die Bedingung, unter der o3 D diagonal ist ist also iy — Asinh(20,) e 0, Damit gilt
fir den bislang freien Parameter 6,

0,= %Zarcsin(%) (4.2)

Damit sind die Eigenwerte von 03D gegeben als

w(q) = £/ A2 —~?2 (4.3)

Durch das Voranstellen von o3 vor D hat man die Entartung der Eigenwerte aufge-
hoben. Der Eigenwert von D kann als

@) =N (4.4)

gewihlt werden.



4.1. DISPERSIONSRELATION DER SPINONANREGUNGEN 19

4.1 Dispersionsrelation der Spinonanregungen

Der Hamiltonian ist nun beziiglich der Basis \ilq, also bezitiglich der Operatoren fyg

und 4, diagonal. Die ’y} und 4, sind die bosonische Algebra, die die Anregungen des
Systems beschreiben. Sehr interessant und einzigartig ist, dass die Quasiteilchen, die
durch 75 und 9, erzeugt und vernichtet werden, sich wie Bosonen verhalten, also
gemaf ihrer Algebra. Jedoch kann eine solche Anregung bei entsprechender Wahl
des Spins an den Gitterpunkten (halbzahlig (z.B. S = 3)), ein AS = 3 bedeuten.
Das Quasiteilchen dieser ungewohlichen Anregung wird Spinon genannt. Der hoch-
gradig entartete Grundzustand des Systems | €2) ist der Vakuumzustand beziiglich
der bosonischen Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren 73 und 4,. Zu beachten

hierbei ist, dass | €2) nicht der Vakuumszustand beziiglich der Operatoren 32 und l;q
ist

Yo | 2) =0 (4.5)
b | ) £0 (4.6)

Der Hamiltonian ist diagonal und kann noch einmal umgeschrieben werden. Im
zweiten Schritt wird die definierende bosonoische Kommutatorrelation fiir 7]; und
44 genutzt, sodass sich eine sehr tibersichtliche Besetzungszahldarstellung ergibt:

~ 2 - 2 !
HyFefr = —Z(ﬁ,’r ’ &*‘N) (\//\077 \//\2()—772) (”AYWT—ZZ)

—

q

() | A S AT L)
7

==Y W @GS A AT gl + 1) (4.7)
q

In dieser Form wird offensichtlich, dass w(q) die Dispersionsrelation der Spinonan-
regungen ist. Resubstituiert man v =4JA(>_, sin(q,)) erhalt man fur die Sirperi-
onsrelation:

W(J) = /A2 — 167242 (sin(q1) + sin(ga) + sin(gs))? (4.8)

Die ¢, sind nicht linear unabhéngig, denn ¢, = ¢- €, a = 1,2,3. Deshalb muss man
diese mit Hilfe der Einheitsvektoren des Gitters (vergleiche Abbildung 3.1) parame-
tisieren, um die Dispersionsrelation grafisch darstellen zu kénnen. Der Einfachheit
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halber wurde die Gitterkonstante a =1 gesetzt.

di=(1) . a=(L-2)  &=(-10) (4.9)

272 2072

Desweiteren ist zu beachten, dass A, J und A fiir eine erste grafische Veranschauli-
chung so gewahlt werden, dass die Diperionsrelation einen rellen Wert ergibt. Fiir die
folgenden Plots wurde A =3 und 16.72A? = 1 gewahlt. Diese Graphen veranschauli-
chen die Charakteristik der Dispersionsrelation der Spinonanregung. Dazu wird die
Energie der Spinonanregung abhéngig vom Impuls des Spinons in x-Richtung (g, )
des Impulses in y-Richtung(g,) grafisch dargestellt. Die Plots wurden mit Mathe-
matica [1] erstellt.

BN I

Abbildung 4.1: Dispersionsrelation w(q) aufgetragen gegeniiber der Impulse ¢, und
qy, Impulsabhéngigkeit der Energie des energiearmsten Spinonzustands auf einem
antiferromagnetischen Dreiecksgitter; die Minima der Anregungsenerige fiir einen
Spinonzustand liegen an den Eckpunkten der Brillouinzone
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4

-6+

Abbildung 4.2: Konturplot der Energie der niedrigste Spinonanregung abhéngig vom
Impuls ¢ auf einem antiferromagnetischen Dreiecksgitter, gut zu erkennen sind die
Minima der Anregungsenergie an den Ecken der Brillouinzone

4.2 Statischer Strukturfaktor bei T=0

Der Strukturfaktor ist eine interesante Grofle des Systems, da der Strukturfaktor eine
experimentell messbare Grofe ist. Sollte ein solcher Spin-Liquid Grundzustand auf
einem antiferromagnetischen Dreiecksgitter in einem experimentell untersuchbaren
System vorliegen, kénnte man den Strukturfaktor messen. Als experimentelle Me-
thode, um den Strukturfaktor eines solchen Spinsystems zu bestimmen, wird haufig
die Neutronenstreuung eingesetzt. Dies ist sinnvoll, da Neutronen einen Spin haben
und an andere Spins koppeln, also damit wechselwirken kénnen und somit auch In-
formation iiber das System gewinnen. Neutronen sind elektrisch neutral, weshalb sie
nicht elektrostatisch wechselwirken. Dies hat den Vorteil, dass die Wechselwirkung
der Spins beobachtbar bleiben, da die Energieskalen der Spinwechselwirkungen bei
diesen Experimenten oft viel kleiner sind als mdégliche elektrische Wechselwirkun-
gen. Zudem sind die Neutronenstreuexperimente oft viel genauer und geben mehr
Aufschluss iiber das System, als die sonst eingesetzten Messungen zur speziefischen
Wiérmekapazitat. Hier soll der statische Strukturfaktor bei einer Temperatur 7T'=0
des Systems berechnet werden. Der statische Strukturfaktor bei T=0 ist allgemein
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gegeben durch die Spin-Spin-Korrelationsfunktion (vergleiche Sachdev [9] Gleichung
(2.17)):

S(k)y= Y (S;-8;)et =75 (4.10)

<t,5>

Der Erwartungswert des Spin-Spin-Korrelators muss hierbei beziiglich des Grund-
zustands | Q) bestimmt werden, da dies der Zustand des Systems bei 7" = 0 ist. Im
ersten Schritt, kann man den Spin-Spin Korrelator duch die bosonischen Erzeugungs-
und Vernichtungsoperatoren bt und b ausdriicken.

< S, 07,0 07)- (B 07 B7))

4 a
1 B T .
Z Z 3 o7 (k2—k1) it (k4—k3)(b£}0 Oao’ b%;) (bL;’T O b
@ Rk ks Kl
—<1><<bT 0f o 87)- (. ol W)+ (B 08,0 07.)- (b 03/ 72)
o k1,0 Lo Yk, s L7 k1,0 2,0" ky ks, T 27" kg

+(0f. 05 07)- (BF 0% b))

Al A T Al Al Al
_q)<bk1,¢bkzﬁbk3¢bk4,? bkl,TbkzyTbkg,¢bk4,¢ bk:1 ¢bk2,¢bk3¢bk4,¢

0 b B B w20 b L b +20L b B Do) (4.11)
Fir die Kompaktheit der Notation wurden die Vorfaktoren, Summationen und Ex-
ponentialfunktionen zu ¢ zusammengefasst. Der Erwartungswert der Operatoren bt
und b beziiglich des Grundzustands | 2) kann jedoch nicht direkt berechnet werden,
da b | Q) # 0 ist. Deshalb miissen die Terme durch die Operatoren 47 und 4 ausge-
driickt werden. Die Bogoljubow-Transformation aus Abschnitt 3.4 liefert die nétigen

Relationen dazu.
RGE I el B A N (4.12)
o v U | \af e '
—k1,d k1 —k1,d

ki
2 > Ux Vv
f ~ — (41 - k k
(bm ’ bk1,¢)—(7,;m ! ’Vm>( Vi Uki) (4.13)
1 1

Ersetzt man alle Operatoren b durch Ausdriicke mit Operatoren 4, so entstehen 96
Terme, wie beispielsweise 4574741, Die Transformaion mischt Terme 4 und 4. Zum
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Korrelator tragen jedoch nur Terme der Form 494741 und 441441 bei. Alle anderen
Permutationen konnen zwar auf den Grundzustand | Q) angewendet werden, liefern
aber keinen Beitrag, wie zum Beispiel 457414, was angewendet auf | Q) direkt 0
ergibt. Daher werden im néchsten Schritt alle Terme, die nicht zum Erwartungswert
des Spin-Spin-Korrelators beitragen vernachléssigt.

+ (Vi) (Vi) (Vi) (Vi) Ak ey Ak gy
+ (= Vi) Uk Uy (= Vi )A- kl,ﬂkg,mig A
— (Vi) (=Vie Vs Vie, ) 7— e gl T~ ol Kt
— (Vi) Uk Uby Vi Ak kot 13 et
— (Vi Vi (Vi) (VED At 1y 13 kst
— (Viey U Uy (= V) =k 43k b T 49 s
+ Vi Vi Vi Vi Vbt 49y Tt 1
Vi Ung Uk Vi At 90249y T
+2(_Vk1)Vls;vkg(_VkZ)ﬁ/fkl,i’?T_k27T'3’fk3,T’AYT_k4’¢
+ 2(=Vi) ) Uty Uy (= Vi) A=y Ao kg 1
+2Vi ) (= Vi) (—Vk:g,)Vk*4’AY—kl,WT_kz,ﬁ—kg,¢’ﬂk4,T
+ 2Vi, Uy Ug Vi Ay A3kt A 13 et | ) (4.14)

Im néchsten Schritt werden die Operatorenkombinationen auf den Grundzustand an-
gewendet, dabei ergeben sich Zusammenhéange fiir die Impulse der erzeugten /vernichteten
Spinonen.

Die beiden Terme mit der Operatorkombination 4 ¢ﬂ%ﬂ und %ﬂ%ﬂ tragen nicht

zum Ergebnis bei, da diese angewendet auf den Grundzustand €2 direkt 0 ergeben.
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S(F) = B(+ Vi, Vi Vi Viey (0 by ) (0 s 1)

+ Vi Uy Upey Vie, 0k k) (Okg ks)
~ Vi View Vies Viey (0 — k) (0 kg, —ky)

+ Vi Uy Upy Vie, (0 ky e (Okg, k)
— Vi View Vies Vi (0 kg — k) (0— kg —ky)
+ Viey Uky Uy Viey, 0k k3) (Oky,— 1)
+ Vi Viey Vies Vi, (0—key— ko) (0— ki3~ k)
+ Viey Uky Uy Viey, (0—ky kg ) (Oky 15)
+ 2Viey Usy gty Viey (0= ey, — 1) (Okg kg ) + (0= iy ) (O, — ey ))
+ 2V, U, Uity Vi, ((6—ky =) (O o) + (0= ey kg ) (k9,4 ))) (4.15)

Fasst man die oben aufgefithrten Terme zusammen und schreibt man ® wieder aus,
ergeben sich weitere Bedingungen und Vereinfachungen.

S(E) = CD(V/ﬂ Uk’Q Uljg sz (6(5—k1,—k4)(5k2,/€3) + 6<5—/€1,k3)(5k2,—/€4)))
= @(6‘/]@1 ng U];; Vk*l +6Vk1 ng U* k1 V*kg)

- Z elk‘ Tz*"“J Z e"b (k2—k1) ”"J (k1— k2)6V U U* V*

4<Z7.7> k‘l,kg
- k‘ﬂ—kﬂ . - * *
4" (k2 1)617“]( )6Vk1Uk2Uk V )
° Z AT (S D R (VL U U LV 4 Ve U U V)
255> k1,k2
9 Z S k(i) il Tg)(szkl)(vkqungi Ve + Ve UsUnVE))
l”v'l k2 <%,j>
3 Z T e i (ko —ky)+7(—k— k2+k1))(Vk1Uk;U* Vi Ve UkQU; V*))
kl k2<l,j>
o Z kB O D Vg U U Ve + Ve U UL VE))
k17k2
= 52quUkz_zU_sz_sz#Vk*U iUk iV
k
3 * * ES *
=52 ViU U Vi it Ui iVi) (4.16)
k1

Das Ergebnis zeigt, dass der Strukturfaktor ausschlieslich von den Elementen der
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Bogoljubow-Transformation abhéangt. Die U und V sind trigonometrische Hyperbol-
funktionen, die vom Impuls k und den Systemparametern A, J und A abhédngen.
Setzt man diese ein, kann man numerisch den Strukturfaktor des antiferromagne-
tischen Dreieckgitters berechnen. Dies wurde mithilfe des Programms Mathematica
getan. Hier wurde der Befehl NIntegrate verwendet, der in Abschnitt 2.4 naher er-
klart wurde. Das Ergebnis zeigen die Graphen 4.3 und 4.4.

5

Abbildung 4.3: Strukturfaktor S (E) bei T=0 des antiferromagnetischen Dreieckgit-
ters, Die Maxima liegen auf den Eckpunkten der Brillouinzone
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Abbildung 4.4: Konturplot des Strukturfaktors S (l;) bei T=0 des antiferromagneti-
schen Dreieckgitters, Die Maxima (im hellsten Bereich) liegen auf den Eckpunkten
der Brillouinzone



Kapitel 5

Zusammenfassung und Ausblick

Diese Arbeit zeigt, dass es valide Hinweise auf die Existenz von Spin-Liquid Zustan-
den gibt. Auch die neuartigen elemtaren Spinonanregungen gehen aus dieser theore-
tischen Betrachtung direkt und konsequent hervor. Jedoch ist ein kritischer Punkt,
dass realen Festkorpern selten bis gar nie eine perfektes Dreiecksgitter als Struktur
zugrunde liegt. Hier ist die theoretische Physik gefragt, kompliziertere Geometrien
mit geometrischer Frustration zu untersuchen, die auch in realen Festkorpern reali-
siert werden. Dies kann zum Beispiel das Kagome-Gitter sein. Von experimenteller
Seite her sollte das Ziel sein Methoden zu entwickeln beziehungsweise zu verfeinern,
die solche Zustdnde und Anregungen geniigend genau messen und damit nachweisen
zu konnen.
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