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Ubungsblatt 12

Tutoriumsaufgabe 12.1 Stationdre Punkte
Die Energie eines Systems aus zwei Pendeln mit Massen 000000077 00000000000

mq und me, die durch eine Feder mit Federkonstante k
gekoppelt sind, lautet:

1
U= —mygLcosf —mogL costy+ ikl2(sin 61 —sin 92)2.

Entwickeln Sie dieses Potential fiir kleine Auslenkwinkel
01,05 < 1 bis zur zweiten Ordnung, bestimmen Sie die
stationaren Punkte und diskutieren Sie deren Stabilitat.

Tutoriumsaufgabe 12.2 Punktladung nahe am Ursprung

Das Potential einer Punktladung @ bei & = @ ist gegeben durch

P —

a 47‘(’60 |f—&’\

Wie sieht dieses Potential in grofsem Abstand |Z| > |@| vom Ursprung aus?

Tutoriumsaufgabe 12.3 Extrema im R™ (Teil I)

Bestimmen Sie die lokalen Extrema der Funktion f(z,y) = §(az? + by?).

Aufgabe 12.4 Extrema im R™ (Teil II)

Bestimmen Sie die lokalen Extrema der folgenden Funktionen. Entscheiden Sie, ob es sich um Ma-
xima, Minima oder Sattelpunkte handelt. Wenn in der Hesse-Matrix Eigenwerte gleich Null sind, hilft
es, sich das Verhalten der Funktion in einer Umgebung um den stationdren Punkt anzusehen.

a) flx,y) =a* + %yQ + cos(z? + ?)
b) fz,y) = 22" +y* — 2 — 29



Aufgabe 12.5 Sattelpunktsentwicklung

Ein haufig auftretendes Problem in der Physik ist die Berechnung von Integralen der Form
oo
/ dz e~ M7 @) fir M — oo, (1)
—00

wobei f(x) eine glatte Funktion ist mit genau einem globalen Minimum bei xzg, d.h. f'(z¢) = 0 und
f"(x0) > 0. Weil der Integrand wegen f(z) > f(zg) fir x # zo sehr klein wird und diese Teile des
Integrals also kaum beitragen, kann man f(x) um x = z( entwickeln,

f(@) = flzo) + 31" @)@ — o)+ ...

und das Integral ndherungsweise berechnen:

T e MI@ o o MI@o) [T gy o EMI @o)e—a0)? _ oM (o) [__2T 5
. xe ~e . xe 2 =e M (z0) (2)

a) Zeigen Sie, dass die Sattelpunktsniherung fiir f(z) = 2% + 4z — 3 exakt ist, d.h. dass in Gl. (2)
Gleichheit gilt.

b) Berechnen Sie das Integral Gl. (1) fiir f(z) = In(1 + 22?) mit der Sattelpunktsniherung und
vergleichen Sie mit dem exakten Ergebnis fiir M = 1 . Falls M > 1 ist, kann man das Integral
SO approximieren:

[ aser s _ g (31 0(ar9m).

Stimmen die beiden Entwicklungen in der fiihrenden Ordnung iiberein?

Aufgabe 12.6 Taylorreihe

Entwickeln Sie die Funktion f(z,y) = 2¥ um den Punkt (zo,y0) = (1,1) in eine Taylorreihe bis zu
Termen dritter Ordnung. Verwenden Sie diese Entwicklung, um 1.05"92 zu berechnen, und vergleichen
Sie mit dem Ergebnis 1.05°2 ~ 1.05102509351102.

Hinweis: benutzen Sie die Identitit x¥ = eV,

Erginzungsaufgabe 12.7 Taylorreihen im R"

Entwickeln Sie die Funktion

1 _ 1 (3)

|7 — dl \/($_a:v)2+(y_ay)2+ (z —as)?

in & = (z,y, 2) um den Ursprung ((zo, yo,20) = (0,0,0)) und vergleichen Sie mit dem Ergebnis aus der
Vorlesung (Einstein’sche Summenkonvention!):
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