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1 Einleitung

Fermionishe Vielteilhensysteme existieren in der Natur in untershiedlihen Formen. Neben metallishen

Festkörpern und Halbleitern lassen sih auh weiÿe Zwerge und Neutronensterne durh fermionishe Systeme

beshreiben. Die Untersuhung verdünnter fermionisher Systeme bei niedrigen Temperaturen ist von beson-

derem Interesse. Aufgrund der geringen Dihte lassen sih solhe Systeme hinsihtlih der Temperatur und der

Stärke der Wehselwirkung experimentell ausgezeihnet kontrollieren [2, S. 8℄. Bei niedrigen Temperaturen

im Bereih der Fermi-Temperatur können quantenmehanishe Phänomene beobahtet werden. Insbesondere

zeigt sih für diese Temperaturbereihe eine fundamentale Eigenshaft von Fermionen - das Pauli-Prinzip.

Typisherweise betrahtet man im Experiment Systeme mit Teilhendihten im Bereih von 1013 bis 1015 m−3
.

Um für diese Teilhendihten quantenmehanishe Phänomene beobahten zu können, sind Temperaturen un-

ter 10−5
K notwendig [2, S. 8℄. Nahdem 1999 erste Erfolge bei der Realisierung solher fermionisher Systeme

mit Hilfe von

40
K-Atomen erzielt wurden, konnten quantenmehanishe Phänomene 2001 in fermionishen

Gasen aus

6
Li-Atomen beobahtet werden [1℄. Kalte verdünnte Fermigase sind somit ein äuÿerst junges For-

shungsgebiet, dessen experimenteller Zugang aufgrund der notwendigen niedrigen Temperaturen äuÿerst

shwierig ist. Es ist daher sinnvoll, solhe Systeme numerish innerhalb einer Computersimulation zu be-

shreiben.

Da sih in der Natur vorkommende Systeme, welhe durh verdünnte kalte Fermigase beshreibbar sind,

niht immer im Gleihgewiht be�nden, ist es interessant, Nihtgleihgewihtszustände in solhen Systemen

zu untersuhen. Dabei können physikalishe Gröÿen wie der Impuls, die Teilhenzahl oder die Energie im

System transportiert werden.

Deshalb beshäftigt sih die vorliegende Arbeit einerseits mit der Theorie von Transportprozessen in zweikom-

ponentigen verdünnten Fermigasen bei niedrigen Temperaturen, welhe sih in Nihtgleihgewihtszuständen

be�nden. Dazu wird in Kapitel 2 ein physikalishes System beshrieben, in welhem Transportprozesse auf-

treten. In Kapitel 3 erfolgt eine allgemeine physikalishe Beshreibung von statistishen Systemen und damit

von Nihtgleihgewihtszuständen und Transportprozessen. Dabei wird die Boltzmann-Gleihung hergeleitet,

welhe die Grundlage dieser Beshreibung darstellt.

Die im zu beshreibenden System auftretenden Transportprozesse werden in Kapitel 4 genauer betrahtet.

Das System wird dabei in untershiedlihen Varianten untersuht, wobei untershiedlihe Transportprozesse

eine tragende Rolle spielen. Dabei wird es vor allem um die Herleitung sogenannter Transportkoe�zienten

gehen. Dies sind Gröÿen, welhe die grundlegenden physikalishen Eigenshaften von Transportprozessen

harakterisieren. Insbesondere werden die Transportkoe�zienten Spin-Drag und Sherviskosität behandelt,

welhe den Transport von Teilhen und Impuls beshreiben.

Alle Variationen des zu beshreibenden Systems werden sih aufgrund einer geringfügigen Störung durh

eine äuÿere Kraft in einem Nihtgleihgewihtszustand be�nden. Dadurh wird sih die Beshreibung der

Transportprozesse auf lineare Gleihungen vereinfahen.

Andererseits erfolgt aufgrund der shwierigen experimentellen Realisierbarkeit solher Systeme in Kapitel 5

dieser Arbeit eine numerishe Analyse zweier Varianten des zu beshreibenden Systems mit einer Computer-

simulation. Dabei wurde eine bereits vorhandene Simulation von mir erweitert, um diese Analyse durhzufüh-

ren. Zuerst wird die Abhängigkeit des Spin-Drags von der mittleren Stoÿzeit und der Temperatur untersuht.

Anshlieÿend erfolgt eine numerishe Betrahtung des Transportprozesses, welher durh die Sherviskosität

beshrieben wird.

Während der gesamten Arbeit werden Einheiten verwendet, in denen ~ = kB = 1 gilt. Sind in einer Rehnung

keine Integrationsgrenzen angegeben, wird über den kompletten physikalish sinnvollen Raum integriert. Der

Ausdruk �x-Koordinate der Geshwindigkeit� bzw. �x- Koordinate des Impulses� wird in der gesamten Arbeit

durh die Kurzform �x-Geshwindigkeit� bzw. �x-Impuls� notiert.
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2 Das physikalishe System

Wir betrahten einen kubishen Kasten der Kantenlänge L. In diesem be�ndet sih ein verdünntes Gas, be-

stehend aus N = 10000 Fermionen. Für die Masse m dieser Fermionen gilt m = 1 [Masseneinheit℄.

Hinsihtlih der Spinkomponente in z-Rihtung gibt es unter den Fermionen zwei Teilhensorten s. Davon

bezeihnen wir eine mit �Spin Up� und die andere mit �Spin Down�. Für Teilhen mit �Spin Up� gilt s =↑
und für Teilhen mit �Spin down� s =↓. In einer Rehnung gilt die Identi�kation

s =↑, s = 1 und s =↓, s = −1. (2.1)

Auÿerdem bezeihnet s̄ die zu s gegensätzlihe Teilhensorte. Unter den N Fermionen be�nden sih N↑ =
N
2 = 5000 mit s =↑ und N↓ = N

2 = 5000 mit s =↓.

Die Randbedingungen des Kastens sind periodish, d. h. Teilhen einer bestimmten Geshwindigkeit durh-

dringen die Wände des Kastens und treten an der gegenüberliegenden Wand mit der selben Geshwindigkeit

wieder in das System ein. Für die Ortskoordinate x eines jeden Teilhens gilt durh den kubishen Kasten

x = (x, y, z) mit x, y, z ∈
[

−L

2
,
L

2

]

(2.2)

und durh die periodishen Randbedingungen

(x+ L, y, z) = (x, y, z), (x, y + L, z) = (x, y, z), (x, y, z + L) = (x, y, z). (2.3)

Dabei haben wir das Koordinatensystem so gewählt, dass sih dessen Ursprung in der Mitte des Kastens be-

�ndet und dass dessen Koordinatenahsen senkreht auf den Wänden des Kastens stehen (siehe Abbildung 1).

Um die x-y-Ebene be�ndet sih eine sogenannte Kraftshiht der Dike d, in der eine konstante Kraft mit

Betrag F0 in positive x-Rihtung auf Teilhen mit s =↑ und in negative x-Rihtung auf Teilhen mit s =↓
wirkt. Der übrige Kasten ist kräftefrei. Für die Kraft auf ein Teilhen mit Spin s gilt folglih

Fs =

{

(sF0, 0, 0) für z ∈
[

− d
2 ,

d
2

]

0 sonst

. (2.4)

Die Dihte n des Gases sei homogen und gering genug, dass die Zeit in der Teilhen während eines Stoÿes

wehselwirken viel kleiner als die mittlere Zeit zwishen zwei Stöÿen ist. Dadurh ist die Wahrsheinlih-

keit für Stöÿe zwishen mehr als zwei Teilhen so gering, dass diese vernahlässigt werden können [8, S. 445℄.

Auÿerdem sind alle Stoÿprozesse im System elastish. In der ganzen Arbeit setzen wir n = 1
[

1
V olumeneinheit

]

.

Zusätzlih setzen wir voraus, dass die thermishe de-Broglie-Wellenlänge viel kleiner als der mittlere Abstand

zwishen den Teilhen ist. Die Bewegung der Teilhen kann dann zwishen den Stöÿen durh die Newtonshen

Bewegungsgleihungen beshrieben werden [6, S. 543℄. Der Stoÿprozess elastisher Zwei-Teilhen-Stöÿe wird

hingegen durh den quantenmehanishen di�erentiellen Wirkungsquershnitt

dσ
dΩ beshrieben.

Wir nehmen an, dass die Temperatur des Systems hoh genug ist, um den fermionishen E�ekt des Pauli-

Blokings [2, S. 81 f.℄ zu vernahlässigen. Die Temperatur des Systems soll aber trotzdem klein genug sein,

dass der di�erentielle Wirkungsquershnitt für Fermionen in der Näherung kleiner Energien angewendet wer-

den kann. Dieser vershwindet für einen Stoÿprozess zwishen zwei Teilhen gleiher Teilhensorte, d. h. es

stoÿen ausshlieÿlih Teilhen untershiedliher Teilhensorte.

Vernahlässigt man relativistishe E�ekte hinsihtlih der Spin-Wehselwirkung, gilt für den di�erentiellen

Wirkungsquershnitt

dσ

dΩ
=

a2

1 + a2|V|2
4

. (2.5)

Dabei ist V die Relativgeshwindigkeit der stoÿenden Teilhen. Der Parameter a wird als Streulänge bezeih-

net und gibt die Stärke der Wehselwirkung an [2, S. 9 �.℄. Dadurh gilt für den totalen Wirkungsquershnitt σ

σ =

ˆ

dΩ
dσ

dΩ
=

4πa2

1 + a2|V|2
4

. (2.6)
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Abbildung 1: Kubisher Kasten mit Kraftshiht - Shnitt durh die x-z-Ebene

Aufgrund der groÿen Teilhenzahl N ist nur eine statistishe Beshreibung des Systems zielführend. Die

Grundlagen dieser werden im folgenden Kapitel erläutert.

3 Statistishe Beshreibung physikalisher Systeme

3.1 Verteilungsfunktion und Boltzmann-Gleihung

Wir legen zu Beginn zunähst eine wihtige De�nition fest, die uns die statistishe Beshreibung physikali-

sher Systeme ermögliht.

De�nition 1 Die Anzahl der Teilhen mit Spin s, deren Ort sih zur Zeit t im Volumenelement d3x um

x und deren Geshwindigkeit sih in der Umgebung d3v um v be�ndet, wird mit fs(x,v, t) d
3xd3v notiert.

fs(x,v, t) bezeihnet man als Verteilungsfunktion des Systems [6, S. 580℄.

Die Verteilungsfunktion ist folglih normiert:

ˆ

d3xd3v fs(x,v, t) = Ns (3.1)

Wir wollen nun eine Gleihung herleiten, die das Verhalten eines allgemeinen statistishen Systems beshreibt.

Dazu betrahten wir Teilhen der Teilhensorte s, welhe sih zur Zeit t im Volumenelement d3x um x und im

Geshwindigkeitsbereih d3v um v be�nden. Auf diese wirke von auÿerhalb des Systems eine Kraft Fs(x,v, t).
Ist die Bewegung dieser Teilhen stoÿfrei, be�nden sie sih alle zum Zeitpunkt t′ := t+dt im Volumenelement

d3x′
um x

′
und im Geshwindigkeitsbereih d3v′ um v

′
. Folglih gilt mit De�nition 1

fs(x,v, t) d
3xd3v = fs(x

′,v′, t′) d3x′d3v′. (3.2)
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Die stoÿfreie Bewegung der Teilhen im Zeitintervall dt wird durh die Newtonshen Bewegungsgleihun-

gen

x
′ = x+ vdt und v

′ = v + Fs(x,v, t)dt

beshrieben. Aufgrund des Liouvilleshen Satzes (siehe [4, S. 179 �.℄) ist das Phasenraumvolumen während

der stoÿfreien Bewegung der Teilhen erhalten, d. h.

d3xd3v = d3x′d3v′. (3.3)

Es gilt folglih

fs(x,v, t) d
3xd3v = fs(x

′,v′, t′) d3xd3v. (3.4)

Berüksihtigt man Stöÿe, gilt diese Gleihheit niht mehr, da Teilhen mit Spin s im Zeitintervall [t, t+dt] in
die betrahtete Umgebung hinein bzw. aus dieser heraus gestoÿen werden. Um trotzdem eine Bilanzgleihung

aufstellen zu können, de�niert man einen Stoÿterm.

De�ntion 2 Der Stoÿterm

(

∂fs

∂t

)

St

dtd3xd3v (3.5)

beshreibt die Zahl der Teilhen mit Spin s, welhe im Zeitintervall [t, t + dt] in die Umgebung d3xd3v um

(x,v) hinein (

(

∂fs
∂t

)

St
> 0) bzw. aus dieser heraus (

(

∂fs
∂t

)

St
< 0) gestoÿen werden [8, S. 447 f.℄.

Unter Verwendung dieser De�nition kann man die Gleihung (3.4) erweitern und dadurh Stöÿe berük-

sihtigen :

fs(x,v, t) d
3xd3v +

(

∂fs

∂t

)

St

dtd3xd3v = fs(x
′,v′, t′) d3xd3v (3.6)

Entwikelt man die Verteilungsfunktion in dt erhält man die Relation

fs(x+ vdt,v + Fs(x,v, t)dt, t + dt)− fs(x,v, t)

dt
=

∂fs

∂x
v +

∂fs

∂v
Fs +

∂fs

∂t
=

dfs

dt
(3.7)

und dadurh die sogenannte Boltzmann-Gleihung

dfs

dt
=

(

∂fs

∂t

)

St

. (3.8)

Durh diese Di�erentialgleihung kann man, soweit dies analytish möglih ist, fs(x,v, t) berehnen und da-

durh ein allgemeines statistishes System beshreiben. Dazu benötigt man allerdings einen Ausdruk für den

Stoÿterm [6, S. 587℄.

Nah einer allgemeine Betrahtung von Stöÿen, die später von Nutzen sein wird, geht es deshalb um die

Form des Stoÿterms.

3.2 Stöÿe

3.2.1 Allgemeine statistishe Betrahtung

Die in diesem Abshnitt dargestellte Theorie samt Herleitungen und De�nitionen orientiert sih an [6, Kapitel

12℄.

Wir betrahten ein Teilhen T in einem Gas. Um die Wahrsheinlihkeit eines Stoÿes von T mit einem

anderen Teilhen beshreiben zu können, werden folgende De�nitionen festgelegt.

De�nition 3 Das Teilhen T sei zuletzt zum Zeitpunkt t0 mit einem anderen Teilhen zusammengestoÿen.

Die Wahrsheinlihkeit, dass T zum Zeitpunkt t > t0 mit noh keinem anderen Teilhen zusammengestoÿen

ist, hängt von △t := t− t0 ab und wird mit P (t− t0) bezeihnet.
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Aus der De�nition folgt, dass

lim
t→t0

P (t− t0) = 1 (3.9)

gilt, da in der unendlih kleinen Zeitspanne △t → 0 noh kein weiterer Stoÿ stattgefunden haben kann.

Irgendwann stöÿt das Teilhen auf jeden Fall, d. h. P (t − t0) nimmt mit steigendem t immer weiter ab,

insbesondere gilt

lim
t→∞

P (t− t0) = 0. (3.10)

De�nition 4 Die Wahrsheinlihkeit, dass Teilhen T mit einem anderen Teilhen in der Zeitspanne dt

zusammenstöÿt wird mit wdt bezeihnet, wobei w > 0 gilt. Die sogenannte Stoÿrate w gibt die Wahrshein-

lihkeit für einen Stoÿ des Teilhens T in der Zeiteinheit dt an.

Folglih ist die Wahrsheinlihkeit, dass T im Zeitintervall dt niht stöÿt, durh 1−wdt gegeben. Wir nehmen

an, dass die Wahrsheinlihkeit wdt unabhängig von der Vorgeshihte des Teilhens ist. Dadurh kann die

Wahrsheinlihkeit, dass das Teilhen T zur Zeit t+ dt noh niht gestoÿen hat, durh

P (t− t0)(1− wdt) (3.11)

ausgedrükt werden. Diese muss nah De�nition 3 äquivalent mit P (t+ dt− t0) sein, d. h.

P (t+ dt− t0) = P (t− t0)(1− wdt). (3.12)

Der Ausdruk führt auf die Di�erentialgleihung

P (t+ dt− t0)− P (t− t0)

dt
=

dP (t− t0)

dt
= −P (t− t0)w. (3.13)

Nehmen wir an das w zeitunabhängig ist, gilt für die Lösung der hergeleiteten Di�erentialgleihung mit (3.9)

P (t− t0) = e−w(t−t0). (3.14)

Die Wahrsheinlihkeit P̃ (t−t0)dt, dass ein Teilhen, welhes zur Zeit t0 zuletzt gestoÿen hat, im Zeitintervall

[t, t+ dt] stöÿt, ist durh
P̃ (t− t0)dt = P (t− t0)wdt (3.15)

gegeben.

De�nition 5 Hat ein Teilhen zuletzt zum Zeitpunkt t0 gestoÿen, wird der Erwartungswert der Zeitspanne

bis zum nähsten Stoÿ als mittlere Stoÿzeit τ bezeihnet. Diese ist also die mittlere Zeit zwishen zwei Stöÿen.

Aus dieser De�nition und der Gleihung (3.15) folgt

τ =

ˆ ∞

t0

dt P (t− t0)wt =
1

w
. (3.16)

Durh die mikroskopishe Betrahtung eines Zwei-Teilhen-Stoÿes im nähsten Abshnitt leiten wir eine

Formel her, mit der die Form des Stoÿterms bestimmt werden kann.

3.2.2 Zwei-Teilhen-Stöÿe - Erhaltungssätze und statistishe Beshreibung

Wir betrahten im Folgenden einen Stoÿ zwishen zwei Teilhen untershiedliher Teilhensorte, da der dif-

ferentielle Wirkungsquershnitt für den Stoÿ zweier Teilhen gleiher Teilhensorte vershwindet.

Das Teilhen mit Spin s - wir nennen es Teilhen A - habe vor dem Stoÿ die Geshwindigkeit v und nah dem

Stoÿ die Geshwindigkeit v
′
1. Wir bezeihnen das Teilhen mit Spin s als Teilhen B. Seine Geshwindigkeit

sei vor dem Stoÿ v2 und nah dem Stoÿ v
′
2.

6



Aus der Gesamtimpulserhaltung folgt unmittelbar, dass die Shwerpunktsgeshwindigkeit Ṡ der Teilhen

vor bzw. die Shwerpunktsgeshwindigkeit Ṡ
′
der Teilhen nah dem Stoÿ

Ṡ :=
v + v2

2
=

Pges

2
bzw. Ṡ′ :=

v
′
1 + v

′
2

2
=

P
′
ges

2
(3.17)

äquivalent ist, d. h.

Ṡ = Ṡ
′. (3.18)

Da wir nur elastishe Stöÿe betrahten, ist auh die gesamte kinetishe Energie erhalten, d. h.

v
2 + v2

2 = v
′
1

2
+ v

′
2

2
. (3.19)

De�niert man die Relativgeshwindigkeit der Teilhen vor bzw. nah dem Stoÿ in Form

V := v − v2 bzw. V′ := v
′
1 − v

′
2, (3.20)

kann man die Erhaltung der gesamten kinetishen Energie durh

1

2
V

2 + 2Ṡ2 =
1

2
V

′2 + 2Ṡ′2
(3.21)

ausdrüken. Mit (3.18) folgt daraus die Erhaltung des Relativgeshwindigkeitsbetrags

|V| = |V′|. (3.22)

V
′
geht folglih durh Drehung des Vektors V um dessen Fuÿpunkt hervor. Wir stellen die Rihtung von V

′

bezogen auf V durh die Winkel θ und ϕ dar (siehe Abb. 2).

Neben der Beshreibung des Stoÿes durh die Geshwindigkeiten der Teilhen A und B vor und nah dem

Stoÿ ist auh eine Beshreibung durh die Freiheitsgrade

(

Ṡ,V, Ṡ′,V′
)

(3.23)

möglih, da

v = Ṡ+
1

2
V, v2 = Ṡ− 1

2
V, v′

1 = Ṡ
′ +

1

2
V

′
und v

′
2 = Ṡ

′ − 1

2
V

′
(3.24)

gilt. Wegen (3.18) und (3.22) reduziert sih die Zahl der den Stoÿ beshreibenden Freiheitsgrade auf aht,

nämlih

(

Ṡ,V, θ, ϕ
)

. (3.25)

Wir wollen den Stoÿprozess von Teilhen A mit Teilhen B quantenmehanish beshreiben und verwenden

dazu den di�erentiellen Wirkungsquershnitt [8, S. 479 �.℄. Wir wählen das Ruhesystem von Teilhen B als

Bezugssystem. Die Geshwindigkeit von Teilhen A in diesem Bezugssystem ist vor dem Stoÿ V und nah

dem Stoÿ V
′
. Durh die Winkel θ und ϕ wird ein, wie in Kugelkoordinaten üblih de�niertes, Raumwinkel-

element dΩ festgelegt.

Betrahten wir eine groÿe Anzahl von Teilhen A, welhe alle die selbe GeshwindigkeitV haben. Wir konstru-

ieren eine Ebene, die senkreht zur Einfallsrihtung der Teilhen A steht und durh B verläuft (siehe Abb. 3).

Gäbe es keine Wehselwirkung der Teilhen A mit Teilhen B, würden Nein Teilhen A eine Fläheneinheit

dA dieser Ebene in der Zeiteinheit dt durhqueren. Durh die Wehselwirkung mit Teilhen B werden die ein-

fallenden Teilhen A gestreut. Die Zahl der Teilhen A, welhe je Zeiteinheit dt in das Raumwinkelelement dΩ
gestreut werden, wird mit NdΩ bezeihnet. Aufgrund der De�nition des di�erentiellen Wirkungsquershnitts

[7, S. 385℄ gilt

NdΩ = Nein

1

dA

dσ

dΩ
dΩ. (3.26)
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Abbildung 2: Man erhält die Relativgeshwindigkeit nah dem Stoÿ V
′
durh Drehung der Relativgeshwin-

digkeit vor dem Stoÿ V. Die Rihtung von V
′
in Bezug auf V wird durh die Winkel θ und ϕ festgelegt.

(Quelle: http://de.wikipedia.org/wiki/Datei:Kugelkoordinaten.svg, 23.07.2013, von mir verändert)

Jedes Teilhen A legt in der Zeiteinheit dt eine Streke der Länge |V|dt zurük. Ohne Wehselwirkung mit

B durhqueren folglih alle Teilhen A die Fläheneinheit dA, die sih im Volumen |V|dtdA vor dA be�nden

(siehe Abb. 3). Das Volumenelement liege vollständig in der Umgebung d3x um x. Nah De�nition 1 ist die

Teilhendihte der Teilhen A in diesem Volumenelement zum Zeitpunkt t durh

fs(x,v, t) d
3xd3v

d3x
= fs(x,v, t) d

3v (3.27)

gegeben. Somit kann Nein durh

Nein = |V|dtdA · fs(x,v, t) d3v (3.28)

dargestellt werden, wodurh man den Ausdruk

NdΩ = |V| dσ
dΩ

dΩfs(x,v, t) dtd
3v (3.29)

für NdΩ erhält.

Im Volumenelement d3x um x be�nden sih zur Zeit t nah De�nition 1

fs(x,v2, t) d
3xd3v2 (3.30)

Streuzentren B. Die Gesamtzahl der je Zeiteinheit dt in dΩ gestreuten Teilhen A ist deshalb

NdΩ,ges = NdΩ · fs(x,v2, t) d
3xd3v2 = |V| dσ

dΩ
dΩfs(x,v, t)fs(x,v2, t) dtd

3xd3vd3v2. (3.31)

Mit diesem Ausdruk fürNdΩ,ges haben wir die Möglihkeit, die Form des Stoÿterms herzuleiten. Im Folgenden

wird diese Herleitung durhgeführt.
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B

|V|dt

dA

A

Abbildung 3: Alle Teilhen A, die sih im kleinen Volumen |V|dtdA be�nden, durhdringen das Flähenele-

ment dA der Ebene in der Zeiteinheit dt.

3.2.3 Die allgemeine Form des Stoÿterms

Bezeihnet man mit

gs dtd
3xd3v bzw. νs dtd

3xd3v (3.32)

die Zahl der Teilhen mit Spin s, welhe im Zeitintervall dt durh einen Stoÿ in die betrahtete Umgebung

d3xd3v um (x,v) hinein bzw. aus dieser heraus gestoÿen werden, kann der in De�nition 2 eingeführte Stoÿterm
(3.5) als Di�erenz dieses sogenannten Gewinn- bzw. Verlustterms dargestellt werden [8, S. 448℄

(

∂fs

∂t

)

St

dtd3xd3v = (gs − νs) dtd
3xd3v. (3.33)

Wir betrahten den in Abbildung (4) visualisierten Verlustprozess. Dieser entspriht dem im vorherigen

vv1'

v2v2'

s
s

s s

gs

(a)

v v1'

v2 v2'

s
s

s s

vs

(b)

Abbildung 4: Gewinnprozess a) und Verlustprozess b)

Abshnitt untersuhten Stoÿ zwishen den Teilhen A und den Teilhen B und wird somit durh Gleihung

(3.31) beshrieben.
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Um alle Verlustprozesse zu berüksihtigen, wird (3.31) über alle Geshwindigkeiten v2 integriert. Durh

die anshlieÿende Integration über alle Raumwinkelelemente dΩ werden alle kinetish möglihen v
′
1 und v

′
2

miteinbezogen. Dadurh erhält man den Verlustterm

νs dtd
3xd3v =

ˆ

d3v2

ˆ

dΩ fs(x,v, t)fs(x,v2, t)
dσ

dΩ
|V| dtd3xd3v. (3.34)

Der Gewinnprozess ist ebenfalls in Abbildung (4) veranshauliht. Der Gewinnterm lässt sih unter Anwen-

dung der Relation d3v′1d
3v′2 = d3vd3v2 [6, S. 613℄ analog zum Verlustterm berehnen, sodass man

gs dtd
3xd3v =

ˆ

d3v2

ˆ

dΩ fs(x,v1
′, t)fs(x,v

′
2, t)

dσ

dΩ
|V| dtd3xd3v (3.35)

erhält. Zusammengefasst ergeben Gewinn- und Verlustterm die Form

(

∂fs

∂t

)

St

=

ˆ

d3v2

ˆ

dΩ [fs(x,v1
′, t)fs(x,v

′
2, t)− fs(x,v, t)fs(x,v2, t)]

dσ

dΩ
|V| (3.36)

für den Stoÿterm. Mit diesem Ausdruk für den Stoÿterm ist die Boltzmann-Gleihung vollständig. Diese

stellt somit eine nihtlineare Integrodi�erentialgleihung dar, welhe auh für zahlreihe Näherungen shwie-

rig zu lösen ist [8, S. 449℄.

Bei der Herleitung des Stoÿterms haben wir nur elastishe Zwei-Teilhen-Stöÿe berüksihtigt, sodass die

Boltzmann-Gleihung nur Systeme beshreibt, in denen inelastishe Stöÿe und Stöÿe zwishen mehr als zwei

Teilhen vernahlässigbar sind.

Auÿerdem wurde die Annahme gemaht, dass der Stoÿ zweier Teilhen durh das Produkt zweier Vertei-

lungsfunktionen beshrieben werden kann. Diese Annahme bezeihnet man als molekulares Chaos oder Stoÿ-

zahlansatz. Die Gültigkeit dieser beshränkt sih auf Systeme mit geringer Dihte, in denen Teilhen nur

über eine geringe Reihweite wehselwirken [2, S. 80 f.℄,[8, S. 448℄. Beide Annahmen sind für das in Kapitel

2 beshriebene System erfüllt.

Eine Anwendung des Stoÿterms ist die Berehnung der sogenannten Streurate. Neben der Herleitung der

Streurate wird im nähsten Abshnitt die Maxwell-Boltzmann-Verteilung eingeführt.

3.3 System ohne äuÿere Kraft - Maxwell-Boltzmann-Verteilung und Streurate

In diesem Abshnitt betrahten wir das in Kapitel 2 beshriebene System mit der zusätzlihen Annahme,

dass F0 = 0 gilt, d. h. im ganzen System keine äuÿere Kraft auf die Teilhen wirkt.

Das System ist hinsihtlih der Vertaushung

s 7−→ s̄, s̄ 7−→ s (3.37)

symmetrish. Daraus folgt die Äquivalenz der Verteilungsfunktionen beider Teilhensorten, sodass wir eine

Verteilungsfunktion f(x,v, t) für die Beshreibung des Systems verwenden können, d. h.

fs(x,v, t) = fs(x,v, t) ≡ f(x,v, t). (3.38)

Der Stoÿterm aus (3.36) nimmt daher die Form

(

∂f

∂t

)

St

=

ˆ

d3v2

ˆ

dΩ [f(x,v1
′, t)f(x,v′

2, t)− f(x,v, t)f(x,v2, t)]
dσ

dΩ
|V| (3.39)

an. Man kann mit Hilfe des sogenannten H-Theorems zeigen, dass sih in diesem System ein Gleihgewiht

einstellt, welhes durh die Gleihgewihtsverteilung

fMB(v) =
1

2
(2πT )

− 3
2 exp

[

−|v|2
2T

]

(3.40)

beshrieben wird. Diese Verteilungsfunktion wird als Maxwell-Boltzmann-Verteilung bezeihnet [8, S. 451 �.℄.
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De�nition 6 Die Streurate γ beshreibt die mittlere Anzahl der Stöÿe zur Zeit t im kompletten Volu-

men eines betrahteten Systems je Zeiteinheit dt.

Im Zeitintervall dt stöÿt jedes Teilhen im Mittel

dt
τ
mal. Da sih im System N Teilhen be�nden, ergibt sih

der Zusammenhang

γ =
N

τ
. (3.41)

Um die Streurate für das System im Gleihgewiht herzuleiten, betrahten wir den Verlustterm. Dieser

beshreibt alle Stöÿe zur Zeit t, welhe in der Umgebung d3xd3v um (x,v) in der Zeiteinheit dt statt�nden.

Durh die Integration des Verlustterms über alle Geshwindigkeitsumgebungen d3v und Volumenelemente

d3x werden alle Stoÿprozesse, die im Zeitintervall [t, t+ dt] im ganzen Volumen statt�nden, berüksihtigt.

Für die Streurate gilt dadurh

γ =
1

dt

ˆ

d3x

ˆ

d3v νsdt = N

ˆ

d3v νs. (3.42)

Mit Hilfe der Form des Verlustterms (3.34) und der Maxwell-Boltzmann-Verteilung gilt

γ = N

ˆ

d3v

ˆ

d3v2 f
MB(v)fMB(v2)

4πa2

1 + a2|V|2
4

|V| (3.43)

= πa2N (2πT )−3
ˆ

d3v

ˆ

d3v2
exp

[

− 1
2T (|v|2 + |v2|2)

]

1 + a2|V|2
4

|V|.

In [6, S. 613℄ wird gezeigt, dass sih d3vd3v2 bei einer Transformation in das ShwerpunktRelativkoordinatensystem

niht ändert, d. h.

d3vd3v2 = d3V d3S. (3.44)

Führen wir diesen Koordinatensystemwehsel durh, gilt für das Integral

γ = πa2N (2πT )−3
ˆ

d3V

ˆ

d3S
exp

[

− 1
2T (

1
2 |V|2 + 2|S|2)

]

1 + a2|V|2
4

|V|. (3.45)

Nah kurzer Rehnung ergibt sih für die Streurate

γ =
1

2

√
πT− 3

2 a2N

ˆ ∞

0

d|V| exp
[

− 1
4T |V|2

]

1 + a2|V|2
4

|V|3. (3.46)

Nah dieser Betrahtung eines Systems im Gleihgewiht wollen wir im nähsten Kapitel Nihtgleihgewihts-

zustände behandeln und die dort auftretenden Transportprozesse verstehen. Dazu behandeln wir das System

aus Kapitel 2 in untershiedlihen Variationen: Zuerst wird die Kraft im ganzen System wirken. Danah be-

trahten wir das System zwar mit Kraftshiht, aber mit klassishen Teilhen einer Teilhensorte. Am Ende

des nähsten Kapitels wird das System mit Kraftshiht und Fermionen, bestehend aus zwei Teilhensorten,

beshrieben.

4 Nihtgleihgewihtszustände und Transportkoe�zienten

4.1 Transportvorgänge, Relaxationszeit-Näherung und Linear Response

Be�ndet sih ein Gas in einem Nihtgleihgewihtszustand, können durh die Wehselwirkung und Bewegung

der Teilhen physikalishe Gröÿen, wie z. B. Impuls, Energie oder Teilhenzahl transportiert werden. Um

solhe Transportvorgänge zu verstehen, muss man den Nihtgleihgewihtszustand des Systems beshreiben.

Dabei existieren zu jedem Transportvorgang Gröÿen, welhe grundlegende Eigenshaften des Transportvor-

gangs harakterisieren. Diese bezeihnet man als Transportkoe�zienten [6, Kapitel 12 - 14℄.
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Im Folgenden betrahten wir Systeme, die sih aufgrund einer kleinen Störung des Gleihgewihtszustands, in

unserem Fall eine äuÿere Kraft, in einem Nihtgleihgewihtszustand be�nden. Der Begri� �kleine Störung�

hat je nah System eine andere Bedeutung. Im Falle einer äuÿeren Kraft ist allerdings folgende Annahme

sinnvoll: Werden Teilhen im System, während der stoÿfreien Bewegung im mittleren Zeitintervall τ , durh

die äuÿere Kraft nur so stark beshleunigt, dass sih ihr mittlerer Geshwindigkeitsbetrag dadurh kaum

ändert, kann man davon ausgehen, dass es sih bei der äuÿeren Kraft um eine kleine Störung des Systems

handelt.

Liegt eine Störung des Systems vor, resultieren aus dieser physikalishe Terme. Für kleine Störungen geht

man von der sogenannten Linear Response des Systems aus, d. h. die aus der Störung resultierenden Terme

sind proportional zur Ursahe der Störung, in unserem Fall zur äuÿeren Kraft. Die Transportkoe�zienten

entsprehen dabei den Proportionalitätskonstanten [9℄.

Im Folgenden betrahten wir das in Kapitel 2 vorgestellte System. Wir mahen im Folgenden die Nähe-

rung, dass eine einzige Zeitskala ausreiht, um Transportprozesse, welhe im System vorkommen, hinreihend

genau zu beshreiben. Diese Näherung bezeihnet man als Relaxationszeit-Näherung [6, Kapitel 13℄. Auÿer-

dem mahen wir die Annahme, dass diese relevante Zeitskala, die sogenannte Relaxationszeit, der mittleren

Stoÿzeit τ im System entspriht.

Um zu verstehen, dass diese Annahme eine Näherung darstellt, betrahten wir Teilhen, deren Geshwindig-

keitsbetrag viel gröÿer als der mittlere Geshwindigkeitsbetrag der Teilhen im System ist. Bei einem Stoÿ

solher Teilhen ist der Relativgeshwindigkeitsbetrag |V| der beiden Stoÿpartner im Mittel höher als dies in

den meisten anderen Stöÿen im System der Fall ist. Für die mittlere Stoÿzeit solher Teilhen gilt nah [8, S.

451℄

τ (|V|) ∼ 1

σ|V| . (4.1)

Mit der Form des totalen Wirkungsquershnitts (2.6) folgt daraus

τ (|V|) ∼ 1 + a2|V|2
4

|V| . (4.2)

Für die Streurate γ ergibt sih mit Relation der (3.41)

γ ∼ |V|
1 + a2|V|2

4

. (4.3)

Der prinzipielle Verlauf dieser in Abhängigkeit des Relativgeshwindigkeitsbetrags ist in Abbildung (5) dar-

gestellt. Für die betrahteten shnellen Teilhen mit vergleihsweise hohem Relativgeshwindigkeitsbetrag bei

einem Stoÿ ist die Stoÿzeit im Vergleih zur mittleren Stoÿzeit stark erhöht. Man kann daher generell niht

davon ausgehen, dass die mittlere Stoÿzeit die einzig relevante Zeitskala darstellt.

Wir werden im nähsten Abshnitt eine erste Variation des Systems aus Kapitel 2 untersuhen und dabei

den Transportkoe�zienten Spin-Drag kennenlernen.

4.2 Der Spin-Drag

4.2.1 Kraft im ganzen System

Wir betrahten das in Kapitel 2 beshriebene System. Im Zeitbereih t < tan soll die äuÿere Kraft im

ganzen System vershwinden und ab dem Zeitpunkt t = tan überall im System wirken. Für t < tan ist das

System äquivalent zu dem System ohne äuÿere Kraft aus Abshnitt 3.3. In diesem Zeitbereih stellt sih

eine Gleihgewihtsverteilung ein, welhe durh die Maxwell-Boltzmann-Verteilung beshrieben wird. Für die

mittlere x-Geshwindigkeit der Teilhen mit Spin s gilt für t < tan

〈vnFs,x 〉 = 0. (4.4)
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Abbildung 5: Verlauf der Funktion f(x) = x
1+x2 , welhe das Verhalten der Streurate in Abhängigkeit des

Relativgeshwindigkeitsbetrags harakterisiert.

Zur Zeit t = tan wird die äuÿere Kraft �aktiviert�. Zu diesem Zeitpunkt hat ein Teilhen mit Spin s im

Mittel das letzte Mal zur Zeit tan − τ
2 einen Stoÿ erlitten und wird somit um

∆vs,x = sF0
τ

2
(4.5)

beshleunigt, bis es mit einem Teilhen der Teilhensorte s̄ zusammenstöÿt. Für die mittlere x-Geshwindigkeit

vor dem Zusammenstoÿ gilt somit

〈vs,x〉 = sF0
τ

2
. (4.6)

In Abshnitt 3.2.2 haben wir einen solhen Stoÿvorgang mikroskopish betrahtet und festgestellt, dass die

Relativgeshwindigkeit der beiden stoÿenden Teilhen durh den Stoÿ gedreht wird. Da der stoÿbeshreibende

di�erentielle Wirkungsquershnitt (2.5) rotationssymmetrish ist, sind alle Drehwinkel gleih wahrsheinlih.

Hat die x-Relativgeshwindigkeit vor dem Stoÿ den Wert Vx, gilt für die x-Relativgeshwindigkeit V
′
x nah

dem Stoÿ

−|V| ≤ V ′
x ≤ |V|. (4.7)

Da jeder Drehwinkel gleih wahrsheinlih ist, wird auh jeder Wert in [−|V|, |V|] mit gleiher Wahrshein-

lihkeit angenommen. Im Mittel vershwindet also die x-Relativgeshwindigkeit V ′
x nah dem Stoÿ. Wir be-

zeihnen mit 〈v′s,x〉 die mittlere x-Geshwindigkeit des Teilhens mit Spin s direkt nah dem Stoÿ. Dadurh

gilt mit der De�nition der Relativgeshwindigkeit

〈V ′
x〉 = 〈v′s,x〉 − 〈v′s̄,x〉 = 0, (4.8)

d. h.

〈v′s,x〉 = 〈v′s̄,x〉. (4.9)

Im Mittel bewegen sih die beiden Stoÿpartner direkt nah dem Stoÿ mit der selben x-Geshwindigkeit. Da

vor dem Stoÿ im Mittel

〈vs,x〉 = −〈vs̄,x〉 (4.10)

gilt, ist keine x-Rihtung ausgezeihnet, wodurh die mittlere x-Geshwindigkeit nah dem Stoÿ vershwindet,

d. h.

〈v′s,x〉 = 0. (4.11)

Das Teilhen wird also im Mittel zuerst im Zeitintervall

[

tan, tan + τ
2

]

beshleunigt, stöÿt und verliert da-

durh seine gewonnene x-Geshwindigkeit zum Zeitpunkt tan + τ
2 .
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Anshlieÿend wird jedes Teilhen mit Spin s im Mittel in der Zeit τ um

∆vs,x = sF0τ (4.12)

beshleunigt, um bei dem darauf folgenden Stoÿ diese x-Geshwindigkeit wieder zu verlieren. Teilhen mit

Spin ↑ bzw. Spin ↓ haben folglih im Mittel eine x-Geshwindigkeit im Intervall [0, F0τ ] bzw. [−F0τ, 0]. Da alle
Werte in den Intervallen gleih wahrsheinlih sind, haben Teilhen mit Spin s im System zur Zeit t ≫ tan+τ

die mittlere x-Geshwindigkeit

us := 〈vs,x〉 =
sF0τ

2
. (4.13)

Dadurh gilt für die Di�erenz der mittleren x-Geshwindigkeiten beider Teilhensorten

F0 =
1

τ
(u↑ − u↓) . (4.14)

Die Kraft F0 ist proportional zur Di�erenz der mittleren x-Geshwindigkeiten beider Teilhensorten.

De�nition 7 Gilt die Relation (u↑ − u↓) ∼ F0 wird die Proportionalitätskonstante als Spin-Drag ΓSD

bezeihnet.

In der gesamten Herleitung haben wir die Relaxationszeit-Näherung mit der Relaxationszeit τ verwendet. In

dieser gilt ΓSD = 1
τ
.

Kurz nah dem �Einshalten� der Kraft F0 bewegen sih im Mittel Teilhen mit Spin ↑ in positive x-Rihtung

und Teilhen mit Spin ↓ in negative x-Rihtung. Es �ndet ein Teilhentransport statt, wobei die Teilhen in

entgegengesetzte Rihtungen transportiert werden. Da die Transportrihtung vom Spin der Teilhen abhängig

ist, wird der Transportprozess häu�g als Spin-Transport bezeihnet. Der Spin-Drag ist dabei der Transport-

koe�zient [2, S. 103 �.℄.

Wir wollen die Relation (4.14) durh das Konzept der Linear Response verstehen.

Das System ohne äuÿere Kraft wird durh das �Anshalten� der äuÿeren Kraft zum Zeitpunkt tan gestört.

In der Zeitspanne t < tan haben die Teilhen aufgrund der Maxwell-Boltzmann-Verteilung den mittleren x-

Geshwindigkeitsbetrag 〈|vnFs,x |〉 ∼
√
T . Für Zeiten t ≫ tan + τ ist der mittlere x-Geshwindigkeitsbetrag der

Teilhen 〈|vs,x|〉 durh die äuÿere Kraft erhöht, wobei man davon ausgehen kann, dass 〈|vs,x|〉−〈|vnFs,x |〉 ∼ F0τ

gilt. Die Störung des Systems durh die äuÿere Kraft ist klein wenn sih der mittlere x-Geshwindigkeitsbetrag

durh diese kaum ändert, d. h. wenn

〈|vs,x|〉−〈|vnF
s,x|〉

〈|vnF
s,x |〉

≪ 1 gilt. Ist folglih die Bedingung F0τ ≪
√
T erfüllt,

kann man davon ausgehen, dass das System durh die äuÿere Kraft nur geringfügig gestört wird. Aus der

Störung des Systems resultiert der Term (u↑ − u↓). Ist die Störung klein, besagt das Konzept der Linear

Response, dass dieser Term proportional zu F0 ist. Dieses Ergebnis wurde durh die mikroskopishe Betrah-

tung bestätigt.

Diesen Abshnitt abshlieÿend wollen wir den Begri� des stationären Zustands einführen. Von dem im Sys-

tem auftretenden Teilhentransport abgesehen könnte man aufgrund der bisher durhgeführten Herleitungen

vermuten, dass sih im System ein Gleihgewihtszustand eingestellt hat, da alle makroskopishen Zustands-

parameter konstant sind. In [6, S. 542 �.℄ wird anhand eines Beispiels erklärt, dass bei einem niht abge-

shlossenen System alle makroskopishen Zustandsparameter konstant sein können, obwohl sih das System

niht im Gleihgewiht be�ndet. Ein solher Zustand wird als stationärer Zustand bezeihnet. Da auf unser

System eine äuÿere Kraft wirkt, handelt es sih um ein niht abgeshlossenes System. Das System be�ndet

sih somit für Zeiten t ≫ tan + τ in einem stationären Zustand. Dieser wird durh die Verteilungsfunktion

f stat
s (v) =

1

2
(2πT )

− 3
2 e−

(v−us)
2

2T
mit us = (us, 0, 0) (4.15)

beshrieben.
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Man kann leiht nahprüfen, dass für diese Verteilungsfunktion

2

ˆ

d3v f stat
s (v)vx = us (4.16)

gilt, sodass diese die grundlegende Eigenshaft des Systems - eine mittlere x-Geshwindigkeit - widerspiegelt.

Wir haben bisher angenommen, dass sih die mittlere Stoÿzeit τ durh das �Anshalten� der äuÿeren Kraft

niht verändert. Wir werden diese Annahme im nähsten Abshnitt verwerfen und mit Hilfe einer Bilanz-

gleihung untersuhen, ob sih trotzdem ein stationärer Zustand im System einstellt. Auÿerdem haben wir

angenommen, dass die Temperatur im System konstant ist. Diese Annahme wird im übernähsten Abshnitt

genauer untersuht.

4.2.2 Bilanzgleihung und niht-stationärer Zustand

Die Relaxationszeit-Näherung impliziert, dass die Relaxationszeit τ eine zeitlihe Konstante darstellt. Um

zu verstehen, dass sih im System nah dem �Einshalten� der äuÿeren Kraft niht zwingend ein stationärer

Zustand einstellen muss, nehmen wir aufgrund der Symmetrie des Systems an, dass τ von (u↑ − u↓) abhängt.
Ist (u↑ − u↓) eine Funktion der Zeit, verlassen wir dadurh die Relaxationszeit-Näherung.

Im Folgenden verwenden wir die Notation

u :=
u↑ − u↓

2
. (4.17)

Wir wollen zuerst eine Bilanzgleihung für den x-Impuls im System aufstellen: Vor einem Zusammenstoÿ

haben Teilhen mit Spin s im Mittel den x-Impuls 〈ps,x〉 = 2us. Direkt nah dem Stoÿvorgang vershwindet

die mittlere x-Geshwindigkeit und damit der mittlere x-Impuls der Teilhen. Bei jedem Stoÿ wird folglih

im Mittel je Teilhensorte s der x-Impuls

〈∆pvers,x 〉 = 2us (4.18)

�vernihtet�. Im Zeitintervall [t, t+ dt] �nden im System γ(u)dt Stöÿe statt. Für den gesamten im Mittel

vernihteten x-Impuls je Teilhensorte s gilt somit

〈∆pvers,x 〉ges = 2usγ(u)dt. (4.19)

Dem System wird in der Zeiteinheit dt je Teilhensorte s durh die äuÿere Kraft der x-Impuls ∆pzus,x =
sNF0dt zugeführt. Um einen stationären Zustand zu erhalten muss der in einer Zeiteinheit dt zugeführte

x-Impuls je Teilhensorte s durh Zusammenstöÿe wieder �vernihtet� werden. Mit dieser Forderung erhält

man hinsihtlih des x-Impulses der Teilhensorte s die Bilanzgleihung

〈∆pvers,x 〉ges = ∆pzus,x (4.20)

bzw.

2

s
usγ(u) = NF0. (4.21)

Betrahten wir nun den Fall, in dem die Kraft F0 groÿ genug ist, dass die Teilhen in der Zeitspanne τ um

ein Vielfahes ihres mittleren x-Geshwindigkeitsbetrags beshleunigt werden, d. h.

F0τ ≫ 〈|vx|〉. (4.22)

In diesem Bereih wird die Geshwindigkeit der Teilhen durh die aus der Kraft F0 resultierende x-Geshwindig-

keit dominiert. Da die Teilhensorten in entgegengesetzte x-Rihtungen beshleunigt werden, gilt in diesem

Bereih für den Relativgeshwindigskeitbetrag der Teilhen bei einem Zusammenstoÿ näherungsweise

|V| ≈ 2u. (4.23)
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Dadurh ist die linke Seite der Bilanzgleihung unter Verwendung von (4.3) und (4.23) proportional zur

Funktion

f(|u|) = u2

1 + a2u2

4

, (4.24)

deren prinzipieller Verlauf in Abbildung (6) visualisiert ist. f(u) und damit die linke Seite der Bilanzglei-
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Abbildung 6: Darstellung der Funktion g(x) = x2

1+x2 , welhe das prinzipielle Verhalten von f(|u|) widerspie-
gelt.

hung (4.21) sind beshränkt. Bei zu hoher Kraft F0 kann das Gleihheitszeihen in der Bilanzgleihung

somit niht mehr gelten. Es wird dann mehr x-Impuls je Teilhensorte s in dt zugeführt als �vernihtet� und

die Teilhen werden in x-Rihtung immer shneller. Dadurh nimmt die Stoÿrate immer weiter ab, sodass

es keine Möglihkeit gibt einen stationären Zustand zu erreihen. Das System be�ndet sih dann in einem

niht-stationären Zustand.

Ist die Bilanzgleihung hingegen erfüllt be�nden wir uns nah kurzer Zeit in einem stationären Zustand. Die

Stoÿzeit τ(u) ist damit zeitlih konstant und somit be�nden wir uns wieder innerhalb der Relaxationszeit-

Näherung. Aus der Bilanzgleihung lässt sih dann die bereits zuvor erhaltene Gleihung

F0 =
1

τ(u)
(u↑ − u↓) (4.25)

herleiten. Der Spin-Drag ist wiederum durh

1
τ(u) gegeben.

4.2.3 Temperatur im System

Um die Temperatur im System genauer verstehen zu können, betrahten wir ein Teilhen mit Spin s direkt

nah einem Stoÿ. Wir haben bereits festgestellt, dass die mittlere x-Geshwindigkeit von Teilhen direkt nah

dem Stoÿ vershwindet. Wir betrahten ein Teilhen mit Spin s, dessen Geshwindigkeit direkt nah einem

Stoÿ in der Umgebung d3v um v liegt. Zu diesem Zeitpunkt hat das Teilhen die kinetishe Energie

Ekin,1 =
1

2

[

v2x + v2y + v2z
]

. (4.26)

Anshlieÿend bewegt sih das Teilhen im Mittel während der Zeit τ stoÿfrei und hat nah dieser aufgrund

der äuÿeren Kraft die kinetishe Energie

Ekin,2 =
1

2

[

(vx + sF0τ)
2 + v2y + v2z

]

. (4.27)
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Wir fragen uns nah der mittleren kinetishen Energieänderung im Zeitintervall τ . Die Wahrsheinlihkeit

des Teilhens direkt nah dem Stoÿ eine Geshwindigkeit in der Umgebung d3v um v zu haben, folgt der

Maxwell-Boltzmann-Verteilung. Für die kinetishe Energieänderung im Zeitintervall τ gilt

∆Ekin =
1

2

[

(vx + sF0τ)
2 − v2x

]

=
1

2

[

(F0τ)
2
+ 2sF0τvx

]

. (4.28)

Dadurh gilt für die mittlere kinetishe Energieänderung eines Teilhens mit Spin s im Zeitintervall τ

〈∆Ekin〉 = (2πT )
− 1

2

ˆ ∞

−∞
dvx exp

[

− v2x
2T

]

1

2

[

(F0τ)
2
+ 2sF0τvx

]

=
1

2
(F0τ)

2
. (4.29)

Direkt nah dem Stoÿ hat das Teilhen im Mittel die kinetishe Energie

〈Ekin〉 =
1

2

[

〈v2x〉+ 〈v2y〉+ 〈v2z〉
]

(4.30)

und es gilt aufgrund der Maxwell-Boltzmann-Verteilung

〈v2x〉 = 〈v2y〉 = 〈v2z〉. (4.31)

Die im Mittel zugeführte kinetishe Energie 〈∆Ekin〉 wird durh einen Stoÿprozess auf alle Freiheitsgrade

verteilt. Dieser Vorgang wird als Dissipation bezeihnet. Da an jedem Stoÿvorgang zwei Teilhen beteiligt

sind, wird im Mittel je Stoÿvorgang die kinetishe Energie

2〈∆Ekin〉 = (F0τ)
2

(4.32)

dissipiert. Im Zeitintervall ∆t �nden im ganzen System γ∆t Stöÿe statt. In diesem Zeitintervall erhöht sih

daher die mittlere kinetishe Energie im Mittel um

〈∆Ekin,ges〉 = γ∆t (F0τ)
2
. (4.33)

Da die mittlere kinetishe Energie des Systems über die Relation

〈Ekin〉 =
3

2
T (4.34)

mit der Temperatur zusammenhängt, erhöht sih diese im Zeitintervall ∆t um

∆T =
2

3
γ∆t (F0τ)

2
=

2

3
NF 2

0 τ∆t. (4.35)

Die Annahme einer konstanten Temperatur im System ist folglih eine Näherung, welhe für

∆T

T
=≪ 1 ⇒ F 2

0∆t ≪ 3T

2Nτ
(4.36)

hinreihend gut erfüllt ist. Durh kurze Beobahtungszeiten ∆t und kleine Kräfte F0 ist dieses Regime prak-

tish gut zu realisieren.

Anshlieÿend untersuhen wir das System mit einer auf die Kraftshiht begrenzten äuÿeren Kraft. Dabei

wollen wir dieses zuerst für klassishe Teilhen beshreiben.
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4.3 Die Sherviskosität

4.3.1 System mit klassishen Teilhen

Um ein Gefühl für die Sherviskosität zu bekommen, betrahten wir zuerst das in Kapitel 2 beshriebene

System mit der zusätzlihen Annahme, dass das Gas aus klassishen Teilhen einer Teilhensorte besteht, die

untereinander ohne Einshränkung wehselwirken können. In der zuvor eingeführten Kraftshiht wirkt auf

die Teilhen die konstante Kraft F0 in positive x-Rihtung. Wie im System aus Kapitel 2 wählen wir für die

Dihte n = 1
[

1
Volumeneinheit

]

. Das System ist zusätzlih in die positive und negative z-Rihtung unendlih

ausgedehnt und hat hinsihtlih der x- und y-Koordinate die bereits beshriebenen periodishen Randbedin-

gungen.

Wir betrahten dieses System und stellen fest, dass der Kraftshiht in der Zeiteinheit dt der x-Impuls

△pzu = VKSF0dt = Ad · F0dt (4.37)

zugeführt wird. Dabei ist VKS das Volumen der Kraftshiht und es gilt A = L2
. Wir bezeihnen mit 〈|vz |〉

den mittleren z-Geshwindigkeitsbetrag der Teilhen und mit τ die mittlere Stoÿzeit, welhe wir innerhalb

der Relaxationszeit-Näherung als einzige relevante Zeitskala betrahten.

Die Kraftshiht sei so dünn, dass sie von den meisten Teilhen ohne zu stoÿen durhquert wird:

d ≪ 〈|vz |〉τ (4.38)

Um der Symmetrie des Systems gereht zu werden, unterteilen wir dieses in sogenannte Messshihten der

Dike d̃, welhe parallel zur Kraftshiht liegen (siehe Abb. 7).

x

z

0
L

dMS

dKS

Abbildung 7: Das System wird in Messshihten unterteilt - Shnitt durh die x-z-Ebene. In der Abbildung

gilt dMS = d̃ und dKS = d.

Wir notieren mit u(z, t) die mittlere x-Geshwindigkeit der Teilhen in einer Messshiht um z = const.

zur Zeit t. Teilhen, welhe die Kraftshiht durhqueren, haben den x-Impuls F0
d

〈|vz|〉 aufgenommen und

bewegen sih nah dem kurzen Aufenthalt in der Kraftshiht in eine der beiden Messshihten neben dieser.

d̃ soll groÿ genug sein, dass in einer Messshiht ein Stoÿ mit groÿer Wahrsheinlihkeit statt�ndet, d. h.

d̃ ≈ 〈|vz |〉τ. (4.39)
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In den Messshihten neben der Kraftshiht stoÿen folglih Teilhen, welhe zuvor in der Kraftshiht x-

Impuls aufgenommen haben, mit Teilhen in der Messshiht. Da in den Messshihten keine Kraft auf die

Teilhen wirkt, wird bei solhen Stöÿen im Mittel x-Impuls auf die Teilhen der Messshiht übertragen. Die

Teilhen in den Messshihten um die Kraftshiht können sih wiederum in andere Messshihten bewegen

und dadurh ebenfalls x-Impuls übertragen. Es wird folglih x-Impuls in z-Rihtung transportiert.

Für diesen Transport ist der sogenannte x-Impuls�uss in z-Rihtung von Relevanz, um den es im nähs-

ten Abshnitt gehen wird.

4.3.2 Der Impuls�uss

Da das System hinsihtlih einer Spiegelung an der x− y−Ebene symmetrish ist, behandeln wir im Folgen-

den nur den Halbraum des Systems mit positiver z-Komponente.

De�nition 8 Wir betrahten eine zur x − y − Ebene parallele Ebene z = const. und bezeihnen mit

Px(z, t)dtdA den gesamten x-Impuls, welher im Zeitintervall [t, t+ dt] in z-Rihtung durh eine Flähen-

einheit dA dieser Ebene transportiert wird. Bei einem Netto-Transport von x-Impuls in positive z-Rihtung

sei Px(z, t)dtdA > 0 und in negative z-Rihtung Px(z, t)dtdA < 0. Px(z, t) bezeihnet man als x-Impuls�uss

in z-Rihtung durh die z = const. Ebene zur Zeit t [6, S. 583 f.℄.

Um die Frage nah der Zeitabhängigkeit des x-Impuls�usses in z-Rihtung zu beantworten, betrahten wir die

Grenze zwishen zwei benahbarten Messshihten, welhe wir durh Shiht 1 und Shiht 2 notieren. In die-

sen haben Teilhen die mittlere x-Geshwindigkeit u1(t) bzw. u2(t). 〈|vz |〉 ist im ganzen System konstant, da

keine Kraft in z-Rihtung wirkt. Es treten folglih genauso viele Teilhen von Shiht 1 nah 2 wie von 2 nah

1. Dadurh ist der im Mittel transportierte x-Impuls in z-Rihtung zwishen den Shihten proportional zu

|u1(t)−u2(t)|. Erhöht sih die mittlere x-Geshwindigkeit der Teilhen in einer Shiht durh x-Impulszufuhr

in diese, erhöht sih folglih auh der x-Impulstransport in z-Rihtung aus dieser. Nah einer bestimmten

Zeit stellt sih folglih in den Messshihten ein stationärer Zustand ein, d. h. die mittlere x-Geshwindigkeit

u nimmt einen konstanten Wert an. Da die Messshihten untershiedlih weit von der Kraftshiht entfernt

sind, stellt sih dieser stationäre Zustand zu untershiedlihen Zeiten ein.

Wir betrahten im Folgenden Messshihten, welhe sih so nah an der Kraftshiht be�nden, dass sie sih be-

reits in einem stationären Zustand be�nden. In diesen Shihten ist u(z) unabhängig von t. Dadurh ist auh

der x-Impuls�uss in z-Rihtung in den betrahteten Messshihten zeitlih konstant. Dies impliziert einen

konstanten Abtransport des in der Kraftshiht zugeführten x-Impulses und führt auf die Bilanzgleihung

Px(z)dtA =
1

2
△pzu =

1

2
AdF0dt. (4.40)

Der Faktor

1
2 berüksihtigt die Tatsahe, dass x-Impuls sowohl in positive als auh in negative z-Rihtung

abtransportiert werden kann.

Wir wollen nun einen Ausdruk für den x-Impuls�uss in z-Rihtung durh die Ebene z = const. herleiten.
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Alle Teilhen mit Geshwindigkeiten vz > 0 bzw. vz < 0, welhe sih in einer Shiht der Dike |vz|dt unter
bzw. über der Ebene z = const. be�nden, durhdringen diese in der Zeiteinheit dt von unten nah oben bzw.

von oben nah unten. Die Anzahl der Teilhen, welhe die Ebene in der Zeiteinheit dt von unten nah oben

bzw. von oben nah unten durhdringen, ist somit durh

Nu→o = f(z,v)vzAd
3vdt mit vz > 0 bzw. No→u = f(z,v)(−vz)Ad

3vdt mit vz < 0 (4.41)

gegeben.Jedes dieser Teilhen trägt den x-Impuls px = vx. Den gesamten x-Impuls, welher in der Zeiteinheit

dt durh die Flähe A transportiert wird, berehnet man folglih durh Integration über alle Geshwindig-

keiten, d. h.

Px(z)dtA =

ˆ

vz>0

Nu→ovx −
ˆ

vz<0

No→uvx. (4.42)

Der Fluss des x-Impuls�uss durh die Ebene z = const. ist folglih durh

Px(z) =

ˆ

d3v f(z,v)vzvx (4.43)

gegeben [6, S. 583 f.℄.

Um den x-Impuls�uss in z-Rihtung berehnen zu können, müssen wir die Form der Verteilungsfunkti-

on f(x,v, t) kennen. Diese kann durh die sogenannte Bahnintegralmethode, welhe wir im übernähsten

Abshnitt einführen, näherungsweise berehnet werden. Die Methode verwendet das Konzept des lokalen

Gleihgewihts. Mit diesem werden wir uns im nähsten Abshnitt befassen.

4.3.3 Das lokale Gleihgewiht

Wir untersuhen eine der zuvor eingeführten Messshihten der Dike d̃ am Ort z. Wir betrahten diese als

eigenständiges Untersystem. Die Teilhen in dieser Messshiht haben in der ganzen Shiht die konstante

mittlere x-Geshwindigkeit u(z). Durh Transformation in ein Bezugssystem, in welhem u(z) = 0 gilt, ist

das System äquivalent zum System ohne äuÿere Kraft aus Kapitel 3.3 und strebt dadurh der Gleihgewihts-

verteilung

f(v) = (2πT )
− 3

2 exp

[

−|v|2
2T

]

(4.44)

zu. Wir transformieren anshlieÿend zurük in das ursprünglihe Bezugssystemmit u(z) 6= 0. Das Untersystem
strebt folglih der Verteilungsfunktion

f l(v, z) = (2πT )
− 3

2 exp

[

− 1

2T
(v − u(z))

2

]

mit u := (u(z), 0, 0) (4.45)

zu. Da wir die Annahme eines eigenständigen Untersystems getro�en haben, bezeihen wir diese Verteilung

als lokale Gleihgewihtsverteilung [8, S. 456 f.℄.

4.3.4 Die Bahnintegralmethode

Die Bahnintegralmethode [6, Kapitel 13.3℄ ist eine Möglihkeit die Verteilungsfunktion f(x,v, t) eines Sys-
tems näherungsweise zu bestimmen.

Um ein Gefühl für die Methode zu bekommen, betrahten wir als einführendes Beispiel eine Menge von k(t)
Teilhen zur Zeit t, welhe aus drei Teilhentypen besteht. Die Teilhentypen werden durh ihre Eintritts-

zeiten in die betrahtete Menge kategorisiert. Typ i ist zur Zeit ti durh einen Stoÿ in die betrahtete Menge

gelangt. Sobald ein Teilhen stöÿt, verlässt es die betrahtete Menge. Nah De�nition 3 ist die Wahrshein-

lihkeit, dass ein Teilhen vom Typ i bis zum Zeitpunkt t noh niht gestoÿen hat durh P (t− ti) gegeben.
Wir bezeihnen mit ki(t) die mittlere Anzahl der Teilhen vom Typ i, welhe sih zum Zeitpunkt t in der

betrahteten Menge be�nden. Zum Zeitpunkt ti seien ki(ti) Teilhen in die betrahtete Menge eingetreten.
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Da die Wahrsheinlihkeit in der betrahteten Menge ein Teilhen vom Typ i zu �nden, auf die Gesamtwahr-

sheinlihkeit für das Finden eines beliebigen Teilhens normiert sein muss, ist ki(t) durh

ki(t) = ki(ti)
P (t− ti)

∑

j P (t− tj)
(4.46)

gegeben. Die Anzahl k(t) der Teilhen zum Zeitpunkt t ist folglih

k(t) =
∑

i

ki(t) =
∑

i

ki(ti)
P (t− ti)

∑

j P (t− tj)
. (4.47)

Nah diesem einführenden Beispiel betrahten wir nun die Teilhen in der Umgebung d3xd3v um (x,v) zur
Zeit t. Die Bewegung dieser Teilhen sei stoÿfrei und folgt somit den Newtonshen Bewegungsgleihungen.

Im Folgenden ist die Gröÿe t′ eine beliebige positive Zeitspanne. Zur Zeit t0 = t− t′ waren alle betrahteten

Teilhen in der Umgebung d3x0d
3v0 um (x0,v0). Dabei sind x0 und v0 durh die Angabe von x,v, t′ eindeutig

bestimmt, d. h. es gilt

(x0,v0) = (x0 (x,v, t
′) ,v0(x,v, t

′)) . (4.48)

Wir wollen verstehen wie f(x,v, t) entsteht. Dazu nehmen wir an, dass sih die Teilhen in der Umgebung

d3xd3v um (x,v) stoÿfrei durh den Phasenraum bewegt haben und an jedem Punkt dieser Bewegung Teil-

hen in die Umgebung gestoÿen wurden. Durh Stöÿe verlassen Teilhen die betrahtete Umgebung wieder.

Mathematish können wir die Anzahl der Teilhen in der Umgebung d3xd3v um (x,v) durh eine kontinuali-

sierte Darstellung von (4.47) beshreiben. In dieser gilt für die Anzahl der Teilhen in der Umgebung d3xd3v

um (x,v) zur Zeit t
k(t) → f(x,v, t)d3xd3v. (4.49)

Die grundlegende Annahme der Bahnintegralmethode ist, dass die zur Zeit t0 in die Umgebung d3x0d
3v0

gestoÿenen Teilhen der lokalen Gleihgewihtsverteilung f l(x0,v0, t0) folgen. In Analogie zu (4.47) gilt

folglih

ki(ti) → f l(x0,v0, t0)d
3x0d

3v0. (4.50)

Da d3xd3v durh die Newtonshen Bewegungsgleihungen aus d3x0d
3v0 hervorgeht, gilt die Relation (3.3),

d. h.

d3x0d
3v0 = d3xd3v. (4.51)

Alle möglihen Typen in f(x,v, t), welhe durh ihre Eintrittszeit t0 harakterisiert sind, werden statt durh

Summen über i und j durh Integrale über t0 und t̃ berüksihtigt.

In Abshnitt 3.2.1 haben wir hergeleitet, dass die Wahrsheinlihkeit eines Teilhens niht zu stoÿen mit

der Zeit exponentiell abnimmt. Folglih haben Teilhen, welhe zu einer Zeit t0 mit t0 ≪ t − τ in die Um-

gebung d3x0d
3v0 um (x0,v0) gestoÿen wurden, keinen Ein�uss auf die Verteilungsfunktion zum Zeitpunkt

t, da sie mit sehr hoher Wahrsheinlihkeit bereits wieder gestoÿen haben und sih somit niht mehr in der

Umgebung d3xd3v um (x,v) be�nden. Die Wahl des Startzeitpunkts der Bewegung durh den Phasenraum

ist daher physikalish niht relevant, solange tstart ≪ t− τ gilt. Um ein mathematish einfahes Problem zu

erhalten wählen wir tstart = −∞, sodass −∞ < t0 ≤ t gilt. Die Verteilungsfunktion f(x,v, t) wird analog zu

(4.47) folglih durh

f(x,v, t)d3xd3v =

ˆ t

−∞
dt0 f

l(x0,v0, t0)
P (t− t

0
)

´ t

−∞ dt̃ P
(

t− t̃
)
d3xd3v (4.52)

beshrieben. Innerhalb der Relaxationszeit-Näherung ist nur eine mittlere Stoÿzeit τ relevant und es gilt der

in (3.14) abgeleitete Ausdruk für P , d. h.

f(x,v, t) =

ˆ t

−∞
dt0 f

l(x0,v0, t0)
e−

1
τ
(t−t0)

´ t

−∞ dt̃ e−
1
τ
(t−t̃)

=

ˆ t

−∞
dt0 f

l(x0,v0, t0)
1

τ
e−

1
τ
(t−t0). (4.53)
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Mit Hilfe der Substitution

t′ = t− t0 ⇒ −dt′ = dt0 (4.54)

erhalten wir daraus

f(x,v, t) =

ˆ ∞

0

dt′ f l(x0,v0, t− t′)
1

τ
e−

1
τ
t′ . (4.55)

Die lokale Gleihgewihtsverteilung f l(x0,v0, t − t′) hängt nah (4.48) auh über x0 und v0 von t′ ab. Wir

verwenden daher die mathematishe Shreibweise

f l(x0,v0, t− t′) = f l [t′] . (4.56)

Somit gilt für die Verteilungsfunktion durh partielle Integration

f(x,v, t) =

ˆ ∞

0

dt′ f l [t′]
1

τ
e−

1
τ
t′ = −f l [t′] e−

1
τ
t′ |∞0 +

ˆ ∞

0

dt′
df l [t′]

dt′
e−

1
τ
t′ . (4.57)

Aus der De�nition von x und v folgt f l [0] = f l(x,v, t), sodass wir letztendlih zum Ausdruk

f(x,v, t) = f l(x,v, t) +

ˆ ∞

0

dt′
df l [t′]

dt′
e−

1
τ
t′

(4.58)

gelangen.

Mithilfe dieser Darstellung für f(x,v, t) lässt sih Px(z) berehnen. Dieser Aufgabe widmen wir uns im

nähsten Abshnitt.

4.3.5 Berehnung der Sherviskosität

Die folgende Berehnung der Sherviskosität orientiert sih an [6, S. 597 f.℄.

Um die gesuhte Verteilungsfunktion f(z,v) des Systems aus Abshnitt 4.3.1 zu erhalten, müssen wir zuerst

den Ausdruk

df l[t′]
dt′

für dieses System berehnen. Dazu führen wir die Substitution t′ → t− t0 durh:

df l [t′]

dt′
= −df l [t− t0]

dt0
= − (2πT )

− 3
2 exp

[

− 1

2T
(v0 − u(z0))

2

]

d

dt0

(

− 1

2T
(v0 − u(z0))

2

)

(4.59)

Dabei ist v0 die Geshwindigkeit und z0 der Ort aus der stoÿfreien Bewegung, wodurh für diese die Newton-

shen Bewegungsgleihungen gelten. Es wurde bereits erläutert, dass Teilhen, welhe zur Zeit t0 ≪ t− τ in

das Volumenelement d3x0d
3v0 gestoÿen sind, sehr wahrsheinlih keinen Ein�uss auf die Verteilungsfunktion

f(z,v) haben.
df l[t′]
dt′

kann folglih für t′ ≫ τ näherungsweise in der Integration (4.58) vernahlässigt werden.

Im Folgenden beshreiben wir Teilhen, welhe sih in der Zeitspanne vom letzten Stoÿ bis zum Zeitpunkt t

an Orten mit der z-Koordinate gröÿer

d
2 befunden haben. Da diese Zeitspanne von der Gröÿenordnung τ ist

und sih die Teilhen zum Zeitpunkt t am Ort x = (x, y, z) be�nden, muss dadurh

z − 〈|vz |〉τ ≫ d

2
(4.60)

gelten. Für solhe Teilhen nehmen die Newtonshen Bewegungsgleihungen in der Zeitspanne t′ die Form

dv0

dt0
= 0 und

du(z0)

dt0
=

∂u(z0)

∂z0

dz0

dt0
=

∂u(z0)

∂z0
vz (4.61)

an, insbesondere gilt

v0 = v(t0) = v(t) = v = const. (4.62)
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Dadurh können wir

df l[t′]
dt′

durh

df l [t′]

dt′
= − 1

T
f l(z0,v)(vx − u(z0))

∂u(z0)

∂z0
vz (4.63)

ausdrüken.

Wir mahen die Annahme, dass sih ein Teilhen in der Zeitspanne t′ für t′ . τ in einem Bereih hinsihtlih

der z-Koordinate aufhält, in dem

∂u(z0)
∂z0

nahezu konstant ist, d. h.

|∂
2u(z0)

∂2z0
|〈|vz|〉τ ≪ |∂u(z0)

∂z0
| (4.64)

gilt. Diese Annahme ist für kleine Störungen des Systems, d. h. Kräfte mit F0τ ≪ 〈|vx|〉 hinreihend gut

erfüllt. Dadurh gilt in der Zeitspanne t′

∂u(z0)

∂z0
≈ ∂u(z)

∂z
und u(z0) ≈ u(z) (4.65)

und somit

df l [t′]

dt′
≈ − 1

T
f l(z,v)(vx − u(z))

∂u(z)

∂z
vz. (4.66)

Dieser Ausdruk ist unabhängig von t′, wodurh mit (4.58)

f(z,v) = f l(z,v)− 1

T
f l(z,v)(vx − u(z))

∂u(z)

∂z
vzτ (4.67)

gilt. Dadurh haben wir die Möglihkeit einen Ausdruk für Px(z) zu erhalten:

Px(z) =

ˆ

d3v f(z,v)vzvx =

ˆ

d3v f l(z,v)vzvx −
[

τ

T

ˆ

d3v f l(z,v) (vx − u(z)) v2zvx

]

∂u(z)

∂z
(4.68)

Da das erste Integral vershwindet, gilt

Px(z) = −
[

τ

T

ˆ

d3v f l(z,v) (vx − u(z)) v2zvx

]

∂u(z)

∂z
. (4.69)

Wir können deshalb Px(z) in der Form

Px(z) = −η
∂u(z)

∂z
(4.70)

mit

η =
τ

T

ˆ

d3v f l(z,v) (vx − u(z)) v2zvx (4.71)

shreiben.

De�nition 9 Gilt die Relation Px(z) ∼ ∂u(z)
∂z

, beshreibt η die Proportionalitätskonstante dieser Relati-

on. η wird als Sherviskosität bezeihnet [6, S. 554 �.℄.

Der im System statt�ndende Transport von x-Impuls in z-Rihtung von der Kraftshiht in den übrigen

Teil des Systems wird folglih unter anderem durh die physikalishe Gröÿe der Sherviskosität harakteri-

siert. Bei der Sherviskosität handelt es sih um einen Transportkoe�zienten.

In der Herleitung der Gleihung (4.70) haben wir zahlreihe Annahmen gemaht. Die dabei wihtigste An-

nahme ist, dass die äuÿere Kraft in der Kraftshiht nur eine kleine Störung des Systems ohne äuÿere Kraft

darstellt. Diese Störung des Systems hat einen x-Geshwindigkeitsgradienten im System, d. h. den Term

∂u(z)
∂z

zur Folge. Aufgrund des Konzepts der Linear Response, sollte

∂u(z)
∂z

proportional zur Störung des Systems

sein. Man kann davon ausgehen, dass die Störung proportional zur Kraft F0 und zur Dike d der Kraftshiht

ist. Da aufgrund von Gleihung (4.40) Px(z) ∼ F0d gilt, ist das Ergebnis Px(z) ∼ ∂u(z)
∂z

und die Tatsa-

he, dass es sih bei der Proportionalitätskonstanten um einen Transportkoe�zienten handelt, deshalb niht

verwunderlih.
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Abshlieÿend wollen wir die explizite Form von η erhalten und führen dazu die neue Variable

U = vx − u(z) (4.72)

ein. Mit dieser nimmt die lokale Gleihgewihtsverteilung die Form

f l(U, vy, vz) = (2πT )
− 3

2 exp

[

− 1

2T

(

U2 + v2y + v2z
)

]

(4.73)

an und es gilt die Relation

∂f l(U, vy, vz)

∂U
= − 1

T
f l
s(U, vy, vz)U. (4.74)

Dadurh gilt für die Sherviskosität

η = −τ

ˆ

d3v
∂f l(U, vy, vz)

∂U
v2zvx = −τ

ˆ

dvz v
2
z

ˆ

dvy

ˆ

dvx
∂f l(U, vy, vz)

∂U
vx. (4.75)

Wir führen einen Variablenwehseln von vx nah U durh und erhalten mit Hilfe partieller Integration

ˆ

dvx
∂f l(U, vy, vz)

∂U
vx =

ˆ

dU
∂f l(U, vy, vz)

∂U
(U + u) = −

ˆ

dU f l(U, vy, vz). (4.76)

Dadurh erhalten wir für die Sherviskosität

η = τ

ˆ

dvz v
2
z

ˆ

dvy

ˆ

dU f l(U, vy, vz) = τT. (4.77)

Physikalish maht dieses Ergebnis Sinn: Ein Teilhen hat im Mittel die Geshwindigkeit 〈|vz |〉 in positi-

ve z-Rihtung. Nah einem Stoÿ in einer Shiht nimmt ein Teilhen im Mittel die x-Geshwindigkeit an,

welhe in dieser vorherrsht. Bei einem Stoÿ gibt ein Teilhen folglih im Mittel x-Impuls ab, da die mittle-

re x-Geshwindigkeit in den Shihten mit positiver z-Rihtung abnimmt. Das Teilhen kann also x-Impuls

shneller in positive z-Rihtung transportieren, wenn es auf dem Weg möglihst selten stöÿt. Ein Maÿ für den

stoÿfrei zurükgelegten Weg in positive z-Rihtung ist die mittlere freie Weglänge in z-Rihtung l̄z . Diese

kann durh

l̄z = 〈|vz |〉τ (4.78)

beshrieben werden. Der mittlere z-Geshwindigkeitsbetrag wird durh die Maxwell-Boltzmann-Verteilung

beshrieben, sodass

〈|vz |〉 ∼
√
T (4.79)

gilt. Auÿerdem erfolgt der x-Impulstransport shneller, wenn der mittlere z-Geshwindigkeitsbetrag des Teil-

hens höher ist. Für den x-Impuls�uss in z-Rihtung gilt daher

Px(z) ∼ l̄z〈|vz |〉 = 〈|vz |〉2τ ∼ τT. (4.80)

Nah dieser Beshreibung des Systems mit der Voraussetzung klassisher Teilhen, erfolgt im nähsten Ab-

shnitt die Untersuhung des Systems für ein zweikomponentiges Fermigas.
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4.4 Die Spin-Sherviskosität

4.4.1 Mikroskopishe Betrahtung und die Zerfallslänge

Wir betrahten das in Kapitel 2 beshriebene System. Die Kraftshiht sei so dünn, dass Teilhen beim

Durhqueren dieser mit hoher Wahrsheinlihkeit niht stoÿen. Für die Dike der Kraftshiht d gilt folglih

wie zuvor

d ≪ 〈|vz|〉τ. (4.81)

Wir unterteilen unser System wieder in zur Kraftshiht parallele Messshihten, welhe aber in diesem Fall

die gleihe Dike d wie die Kraftshiht haben. Teilhen, deren Ort eine negative bzw. positive z-Komponente

aufweist, haben die Möglihkeit die Kraftshiht von unten nah oben bzw. von oben nah unten zu durh-

dringen und damit x-Impuls zu transportieren. Im Folgenden beshränken wir uns auf den Transport von

x-Impuls in den Halbraum über der Kraftshiht, da der Transport in den Halbraum unterhalb der Kraft-

shiht aufgrund der Symmetrie des Systems analog beshrieben werden kann.

Wir betrahten ein Teilhen mit Spin s, welhes sih zur Zeit t am Ort x = (x, y, z) mit z > d
2 be�ndet. Die

Wahrsheinlihkeit, dass dieses Teilhen eine Geshwindigkeit in der Umgebung dvz hat ist durh

P (vz)dvz = (2πT )
− 1

2 exp

(

− 1

2T
v2z

)

dvz (4.82)

gegeben. Wir nehmen an, dass ein Teilhen nah einem Stoÿ für den mittleren x-Impuls in einer Mess-

shiht keine Relevanz hat. Der letzte Stoÿ des betrahteten Teilhens habe im Zeitintervall dt0 um t0 am

Ort x0 = (x0, y0, z0) stattgefunden, wobei die Wahrsheinlihkeit P (z0)dz0 hierfür mit (3.15) innerhalb der

Relaxationszeit-Näherung durh

P (z0)dz0 =
1

τ
exp

(

−z − z0

τvz

)

dt0 =
1

τ
exp

(

−z − z0

τvz

)

dz0

vz
(4.83)

gegeben ist. Damit das Teilhen in der Kraftshiht x-Impuls aufnehmen kann muss z0 < − d
2 und vz > 0

gelten, d. h. das Teilhen hat die Kraftshiht von unten nah oben durhquert ohne auf dem Weg von z0
bis z zu stoÿen. Das Teilhen hat sih dann in einer Zeitspanne der Länge

d
vz

in der Shiht aufgehalten und

dadurh den x-Impuls ps,x = sF0
d
vz

aufgenommen. Dabei vernahlässigen wir aufgrund der Voraussetzung

(4.81) die Fälle, in denen das betrahtete Teilhen das letzte Mal in der Kraftshiht gestoÿen hat. Für den

Erwartungswert der x-Geshwindigkeit us(z) unseres betrahteten Teilhens mit Spin s gilt somit

us(z) =

ˆ

vz>0

dvz

ˆ 0

−∞
dz0 P (z0)P (vz)ps,x (4.84)

bzw.

us(z) = (2πT )
− 1

2 sF0d

ˆ

vz>0

dvz
1

vz
exp

(

− 1

2T
v2z

)
ˆ 0

−∞
dz0

1

τvz
exp

(

−z − z0

τvz

)

dz0. (4.85)

Durh Berehnung des zweiten Integrals erhält man

us(z) = (2πT )
− 1

2 sF0d

ˆ

vz>0

dvz
1

vz
exp

(

− 1

2T
v2z

)

exp

(

− z

τvz

)

. (4.86)

Aufgrund der Symmetrie des Systems folgt daraus

u(z) =
u↑ − u↓

2
= (2πT )−

1
2 F0d

ˆ

vz>0

dvz
1

vz
exp

(

− 1

2T
v2z

)

exp

(

− z

τvz

)

. (4.87)

Der allgemeine Verlauf dieser niht analytishen Funktion ist in Abbildung (8) visualisiert.
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Abbildung 8: Darstellung der Funktion f(z) =
´∞
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x
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(
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(
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, welhe das prinzipielle Verhalten

von u(z) beshreibt.

Wir wollen eine Näherung für u(z) �nden, welhe für Messshihten an Orten mit z ≫ τ〈|vz |〉 gilt.

Da Teilhen mit einem z-Geshwindigkeitsbetrag |vz | ≫ 〈|vz |〉 äuÿerst selten sind und diese aufgrund der

kurzen Aufenthaltsdauer in der Kraftshiht nur einen geringen x-Impuls transportieren, ist der E�ekt des

x�Impulstransportes durh shnelle Teilhen in die Shiht um z vernahlässigbar. Der Groÿteil des x-Impulses

in einer Messshiht um z hat seinen Ursprung in Teilhen, deren letzte Stoÿzeit weit über der mittleren

Stoÿzeit τ liegt. Wir mahen die Näherung, dass alle Teilhen, welhe x-Impuls in eine Messshiht mit

z ≫ τ〈|vz |〉 transportiert haben, den z-Geshwindigkeitsbetrag 〈|vz |〉 haben. Diese Näherung wird in die

Funktion u(z) implementiert, indem im Integral der Term

F0d

vz
exp

(

− z

τvz

)

≈ F0d

〈|vz |〉
exp

(

− z

τ〈|vz |〉

)

(4.88)

verändert wird. Die Funktion exp
(

− z
τ〈|vz|〉

)

beshreibt die Wahrsheinlihkeit, dass sih ein Teilhen, welhes

im Mittel den z-Geshwindigkeitsbetrag 〈|vz |〉 hat, ohne zu stoÿen vom Bereih unter der Kraftshiht bis zum

Ort z bewegt hat.

F0d
〈|vz|〉 drükt den im Mittel in der Kraftshiht erhaltenen x-Impulsbetrag des Teilhens

aus. Um die Normierung der Wahrsheinlihkeit siherzustellen, bleibt der Term exp
(

− 1
2T v

2
z

)

unberührt.

Daraus resultiert

u(z) ≈ (2πT )
− 1

2
F0d

〈|vz |〉
exp

(

− z

τ〈|vz |〉

)
ˆ

vz>0

dvz exp

(

− 1

2T
v2z

)

=
1

2

F0d

〈|vz |〉
exp

(

− z

τ〈|vz |〉

)

. (4.89)

Für die durhgeführten Näherungen war die Tatsahe, dass wir nur Messshihten an Orten z ≫ τ〈|vz |〉 be-
trahten essentiell. In den Messshihten nahe der Kraftshiht be�nden sih Teilhen, welhe denWeg von un-

terhalb der Kraftshiht bis zur Messshiht stoÿfrei durhquert haben, aber einen niedrigen z-Geshwindigkeits-

betrag aufweisen, d. h. |vz | ≪ 〈|vz |〉. Diese Teilhen haben sih langsam bewegt und führen einen vergleihs-

weise hohen x-Impuls mit sih. Sie können folglih niht mehr vernahlässigt werden. Daraus resultiert, dass

die exakte Funktion u(z) für z . τ〈|vz |〉 stark von der Näherung durh die Exponentialfunktion abweiht.

Das Verhalten von u(z) kann für z ≫ τ〈|vz |〉 durh die sogenannte Zerfallslänge κ qualitativ beshrieben

werden:

u(z) ∼ exp

(

− 1

κ
z

)

(4.90)

Für unser System gilt folglih κ = τ〈|vz |〉 = l̄z, wobei l̄z die mittlere freie Weglänge in z-Rihtung darstellt.

Für die Zerfallslänge gilt somit

κ ∼ τ
√
T . (4.91)
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Dieses Verhalten wird später durh die numerishe Beshreibung des Systems überprüft.

Wir haben bisher angenommen, dass sowohl die Temperatur als auh die mittlere Stoÿzeit zeitlih konstante

Gröÿen sind. Äquivalent zum Abshnitt über den Spin-Drag ist dies für eine hinreihend kleine Störung des

Systems im Vergleih zum System ohne äuÿere Kraft und eine relativ kurze Beobahtungsdauer des Systems

erfüllt. Da die äuÿere Kraft niht im ganzen System wirkt, kann man annehmen, dass die Bedingung einer

kleinen Störung für F0τ
d
L
≪ 〈|vx|〉 gilt. Ist diese erfüllt, entspriht die mittlere Stoÿzeit im System der mitt-

leren Stoÿzeit im System ohne äuÿere Kraft.

Nun wollen wir einen Ausdruk für den x-Impuls�uss in z-Rihtung für das behandelte System �nden.

4.4.2 Impuls�uss und Spin-Sherviskosität

Wir betrahten den x-Impuls�uss in z-Rihtung durh eine Ebene z = const. mit z ≫ τ〈|vz |〉. Dabei sind
nur Teilhen mit vz > 0 von Bedeutung, da andere keinen x-Impuls mitführen. Im Mittel durhströmen in

der Zeiteinheit dt alle Teilhen im Volumenelement 〈|vz |〉dtA die Ebene mit Flähe A. Der gesamte in der

Zeiteinheit dt durh die Flähe A transportierte x-Impuls bezogen auf Teilhen mit Spin s ist somit durh

Ps,x(z)dtA =
1

2
s〈|vz |〉dtAu(z) (4.92)

gegeben. Mit Hilfe der Relation

u(z) = −τ〈|vz |〉
∂u(z)

∂z
(4.93)

gilt somit

Ps,x(z) = −1

2
sτ〈|vz |〉2

∂u(z)

∂z
(4.94)

bzw.

Ps,x(z) = −sηs
∂u(z)

∂z
mit ηs =

1

2
τ〈|vz |〉2. (4.95)

Äquivalent zum einkomponentigen System kann folgende De�nition formuliert werden.

De�nition 10 Gilt die Relation Ps,x(z) ∼ s
∂u(z)
∂z

, beshreibt ηs die Proportionalitätskonstante dieser Rela-

tion. ηs wird als Spin-Sherviskosität bezeihnet.

In Abshnitt 4.3.5 haben wir die Sherviskosität physikalish erklärt. Diese Anshauung ist äquivalent auf die

Spin-Sherviskosität übertragbar, sodass es niht verwunderlih ist, dass aufgrund der Relation 〈|vz|〉2 ∼ T

ηs ∼ Tτ (4.96)

gilt.

Auh die Erklärung der Proportionalitätsrelation mit dem Konzept der Linear Response ist auf die Spin-

Sherviskosität übertragbar.

Nah der theoretishen Behandlung unseres Systems in den vorangegangenen Kapiteln beshäftigen wir uns

im zweiten Teil der Arbeit mit der Untersuhung des Systems mittels einer Computersimulation.
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5 Numerishe Analyse

5.1 Die Computersimulation - Grundlagen und Aufbau

5.1.1 Verteilungsfunktion und Testteilhen

Die folgenden Abshnitte orientieren sih an [2℄.

Die numerishe Modellierung des Systems aus Kapitel 2 ohne wirkende Kraft wurde von meiner Betreue-

rin Dr. Olga Goulko implementiert [2℄. Die Grundideen dieser Computersimulation sind die folgenden:

Da wir das System semiklassish beshreiben, hat jedes Teilhen zu jedem Zeitpunkt t einen Ort und einen

Impuls und bewegt sih auf einer durh die klassishe Mehanik beshriebenen Bahn. Zwei Teilhen stoÿen

wenn die klassishe Stoÿbedingung

πd2min < σ (5.1)

erfüllt ist. Dabei ist dmin der durh die Newtonshen Bewegungsgleihungen gegebene, minimal möglihe

Abstand zwishen den zwei Teilhen und σ der quantenmehanishe totale Wirkungsquershnitt aus (2.6).

Die Verteilungsfunktion fs(x,v, t) wird innerhalb der Computersimulation durh δ-Funktionen approximiert,

d. h.

fs(x,v, t) ≈ f̃s(x,v, t) =
Ns

Ñs

Ñs
∑

i=1

δ(3)(x− xi(t))δ
(3)(v − vi(t)). (5.2)

Für jedes Teilhen mit Spin s existieren dabei 10 sogenannte Testteilhen, um die Genauigkeit dieser Näherung

zu steigern. Ñs ist die Anzahl dieser Testteilhen, d. h.

Ñs = 10Ns. (5.3)

In der Approximation der Verteilungsfunktion sind xi(t) und vi(t) der Ort und die Geshwindigkeit eines

Testteilhens imit Spin s. Die Form von f̃s(x,v, t) ist so gewählt, dass die Normierung der Verteilungsfunktion

erfüllt ist:

ˆ

d3x

ˆ

d3v f̃s(x,v, t) = Ns (5.4)

Durh die Einführung der Testteilhen verändern sih physikalishe Gröÿen. Der neue totale Wirkungsquer-

shnitt σ̃ lässt sih in der Form

σ̃ = σ
N

Ñ
(5.5)

darstellen und die klassishe Streubedingung (5.1) verändert sih zu

πd2min < σ̃, (5.6)

wobei sih dmin nun auf zwei Testteilhen bezieht. Dabei haben wir die Notation

∑

s Ñs = Ñ verwendet.

Im Folgenden behandeln wir die numerishe Zeitentwiklung des Systems unter Beahtung von Stöÿen.

5.1.2 Zeitentwiklung und Stöÿe

Zu Beginn der Simulation werden die Teilhen nah der Maxwell-Boltzmann-Verteilung anhand einer vorgege-

benen Temperatur initialisiert. Wie in der numerishen Simulation physikalisher Systeme üblih, entwikelt

sih das System in Zeitshritten △t, d. h. die Zeit wird diskretisiert. Während △t bewegen sih alle Teilhen

ohne Stöÿe nah den Newtonshen Bewegungsgleihungen.

Nah jedem Zeitshritt werden die Stöÿe berehnet und ausgeführt. Da jedes Teilhen mit Spin s mit allen

Teilhen mit Spin s̄ stoÿen kann, müssen theoretish zu jedem Zeitpunkt ti alle
Ñ↑∗Ñ↓

2 = Ñ2

8 ∼ Ñ2
Teilhen-

paare hinsihtlih dem Erreihen von dmin und dem Erfüllen der klassishen Streubedingung (5.6) untersuht

werden. Man kann diesen groÿen Rehenaufwand umgehen, wenn man beahtet, dass σ̃ beshränkt ist:

0 ≤ σ̃ <
N

Ñ
4πa2 (5.7)
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Nah der klassishen Streubedingung (5.6) ist der maximale Abstand, den Teilhen für eine Streuung haben

dürfen, durh dmax = 2a
√

N

Ñ
=

√
0.4a gegeben.

Wir unterteilen das System in ein Gitter, dessen Elementarzelle einen Würfel der Kantenlänge dmax dar-

stellt. Betrahten wir ein Teilhen T mit Spin s, so be�ndet sih dieses zu einem bestimmten Zeitpunkt ti
in einer bestimmten Zelle Z. Ein Stoÿ von T ist zu diesem Zeitpunkt nur mit Teilhen der Teilhensorte s̄

möglih, welhe sih in dem kugelförmigen Volumen

4
3πd

3
max um T be�nden. Dieses Volumen wird durh die

26 um Z verteilten Zellen und der Zelle Z vollständig abgedekt. Um die möglihen Stöÿe von T zu berehnen

ist es daher ausreihend in jedem Zeitshritt nur die Teilhen in der Zelle Z und den umliegenden Zellen zu

betrahten, wodurh der Rehenaufwand deutlih reduziert wird.

Dabei haben wir niht beahtet, dass sih die Teilhen in △t bewegen und es somit zu Situationen kommen

kann, in welhen Stöÿe mit Beteiligung sehr shneller Teilhen niht beahtet werden. Um diesen Fehler zu

minimieren wird △t klein und dmax gröÿer als

√
0.4a gewählt.

Im Folgenden wollen wir die numerishe Umsetzung des Stoÿvorgangs zweier Teilhen A und B, welhe

wie in Abshnitt 3.2.2 de�niert sind, genauer betrahten. Zwei Teilhen stoÿen zum Zeitpunkt ti, wenn der

minimale Abstand dmin zwishen A und B zum Zeitpunkt tmin ∈
[

ti − △t
2 , ti +

△t
2

]

erreiht wird. Ist diese

Bedingung erfüllt, werden die Teilhen um ∆tmin zum Zeitpunkt des minimalen Abstands propagiert, stoÿen

dort und werden um ∆tmin zum ursprünglihen Zeitpunkt ti zurükpropagiert. In (3.22) bzw. (3.18) ha-

ben wir bereits die Relativ- und Shwerpunktsgeshwindigkeitserhaltung gezeigt. Beruht die Wehselwirkung

zwishen A und B zusätzlih, wie wir im Folgenden annehmen wollen, auf einem rotationssymmetrishen

Potential, lässt sih leiht zeigen, dass auh der relative Drehimpuls vor bzw. nah dem Stoÿ

Lrel = X×V bzw. L
′
rel = X

′ ×V
′

(5.8)

eine Erhaltungsgröÿe darstellt, d. h.

Lrel = L
′
rel. (5.9)

Dabei haben wir die Relativkoordinaten vor bzw. nah dem Stoÿ

X = x− x2 bzw. X
′ = x

′
1 − x

′
2, (5.10)

die den Ort des Teilhens A im Ruhesystem von Teilhen B beshreiben, verwendet. Falls Lrel 6= 0 ist, exis-

tiert folglih eine Ebene aufgespannt durh X und V, in der sih sowohl X
′
als auh V

′
be�nden müssen.

Wir haben bereits gezeigt, dass V
′
durh eine Drehung aus V hervorgeht. Zusätzlih ist nun die Drehahse,

nämlih Lrel festgelegt. Im Fall Lrel 6= 0 wird der Drehwinkel in der Simulation zufällig bestimmt. Da sih

|X| niht verändern soll, wird X
′
um die selbe Drehahse und um den selben Winkel gedreht. Auÿerdem

soll der Shwerpunkt S während der Drehung erhalten sein. Da sih die Ortskoordinaten nah dem selben

Shema wie die Geshwindigkeitskoordinaten durh Shwerpunkt und Relativkoordinaten beshreiben lassen,

sind die neuen Koordinaten (x′
1,v

′
1) und (x′

2,v
′
2) durh die geforderten Erhaltungen eindeutig festgelegt.

Im Fall Lrel = 0 werden zwei Drehwinkel zufällig bestimmt und die selben Erhaltungen gefordert.

Im nähsten Abshnitt wird eine Möglihkeit erläutert, die rihtige Gröÿe des Zeitshritts ∆t abzushät-

zen.

5.1.3 Bestimmung des Zeitshritts

Im vorherigen Abshnitt wurde erwähnt, dass durh die Unterteilung des Systems in Zellen Teilhen niht

beahtet werden. Bei Stöÿen zwishen Teilhen mit hohen Relativgeshwindigkeitsbeträgen können sih diese

vor und nah dem Zeitshritt in niht benahbarten Zellen be�nden. Diese Stöÿe werden somit niht be-

rüksihtigt. Da für hohe Relativgeshwindigkeitsbeträge der totale Wirkungsquershnitt klein ist, spielt der

Fehler keine zu groÿe Rolle, ist aber trotzdem niht vernahlässigbar.
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Je kleiner der Zeitshritt, desto gröÿer ist der Relativgeshwindigkeitsbetrag von Teilhen, die niht be-

rüksihtigt werden. Der Zeitshritt darf aber niht zu klein gewählt werden, denn dadurh entwikelt sih

das System sehr langsam, wodurh der Zeitaufwand je Simulation ansteigt. Auÿerdem können bei einem zu

kleinen Zeitshritt Teilhen in mehreren aufeinanderfolgenden Zeitshritten wehselwirken, sodass sih mehr

Stöÿe ergeben, als eigentlih vorkommen.

Im System ohne äuÿere Kraft ist es mit Hilfe von Mathematia möglih den theoretishen Wert für die Streu-

rate γ mittels (3.46) zu berehnen. Wir führen deswegen die Simulation für untershiedlihe Zeitshritte durh

und vergleihen die Streurate aus der Simulation mit der theoretish berehneten Streurate. Der Zeitshritt

sei im Folgenden so klein gewählt, dass die Abweihung der Streurate in der Simulation von der theoretishen

Streurate weniger als 2% beträgt.

5.1.4 Einheiten in numerishen Systemen

Prinzipiell arbeitet die Simulation mit einheitenlosen Zahlen. Die Messergebnisse sollten deshalb keine Ein-

heiten aufweisen, d. h. durh Gröÿen ausgedrükt werden, welhe die selbe Einheit besitzen. Möglihe Skalen

zu vershiedenen physikalishen Gröÿen sind in Tabelle (1) aufgeführt.

Physikalishe Gröÿe Möglihe Skala Wert der Skala

Energie Fermi-Energie EF EF = 1
2

(

3π2
)

2
3

Temperatur Fermi-Temperatur TF TF = EF = 1
2

(

3π2
)

2
3

Länge inverser Fermi-Wellenvektor

1
kF

1
kF

= 1√
2EF

=
(

3π2
)− 1

3

Geshwindigkeit Fermi-Geshwindigkeit vF vF =
√
2EF=

(

3π2
)

1
3

Zeit Fermi-Zeit tF tF = 1
kF vF

=
(

3π2
)− 2

3

Kraft Fermi-Kraft FF FF = vF
tF

=
(

3π2
)

Tabelle 1: Möglihe Skalen physikalisher Gröÿen, für die Werte n = m = 1 [3℄

5.2 Bestimmung des Spin-Drags

5.2.1 Vorgehensweise

Es soll die Abhängigkeit des Spin-Drags von Temperatur und mittlerer Stoÿzeit untersuht werden. Dazu

wird das in Abshnitt 4.2.1 beshriebene System numerish analysiert.

Für die stoÿfreie Bewegung der Teilhen sind in der Computersimulation die Newtonshen Bewegungsglei-

hungen implementiert. Diese werden um den Ein�uss der Kraft (2.4) mit d = L erweitert. Die Simulation

enthält einen Algorithmus, der die mittleren x-Geshwindigkeiten u↑(tj) und u↓(tj) der beiden Teilhensorten

zu jedem Zeitpunkt tj in eine Datei ausgibt. Daraus kann mit Hilfe von (4.17) u(tj) berehnet werden. Die
mittlere Streurate wird am Ende der Simulation berehnet und in eine Datei ausgegeben.

In Abshnitt 4.2.1 wurde gezeigt, dass sih für ausreihend kleine Kräfte F0 stationäre Zustände einstel-

len, deren Streurate näherungsweise durh die Formel für die Streurate im System ohne äuÿere Kraft (3.46)

berehnet werden kann. Mit Hilfe von Mathematia wird die Streulänge a für eine bestimmte Temperatur T

so gewählt, dass für jeden Wert der mittleren Stoÿzeit

τth
tF

∈ {9.57, 10.63, 11.96, 13.67} 10 vershiedene Wer-

te für die Temperatur

T
TF

∈ {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10} möglih sind. Zu jedem der 40 Parameterpaare (τ, T )
ergibt sih ein Messwert.
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Anshlieÿend muss ein passenderWert für die Kraft F0 gewählt werden, sodass sih ein stationärer Zustand

einstellt und die Streurate aus dem System ohne Kraft der Streurate in diesem System entspriht. Dazu muss

nah Abshnitt 4.2.2 〈|vx|〉 ≫ F0τ gelten. Sind die Voraussetzungen für einen stationären Zustand erfüllt,

steigt u zuerst stark an und erreiht nah kurzer Zeit einen konstanten Wert. Da u eine statistishe Gröÿe ist,

erwarten wir Fluktuationen dieser. Die Kraft F0 muss groÿ genug sein, um ein u hervorzurufen welhes sih

deutlih von seinen Fluktuationen untersheidet. Der Wert

F0

FF
≈ 0.0034 erfüllt alle Voraussetzungen und wird

im Folgenden als Parameter verwendet. Insbesondere gilt für dieses F0 und die gewählten Parameterpaare

(τ, T )
( 〈|vx|〉

F0τ

)

min

≈ 12.2 ≫ 1. (5.11)

Dass die sorgfältige Wahl des Parameters F0 wihtig war, zeigt die Darstellung von u(t) und der dazugehö-

rigen Streurate γ(t) in Abbildung (9). Dabei wurden die Parameter so initialisiert, dass

〈|vx|〉
F0τ

≪ 1 gilt. In

Abshnitt 4.2.2 wurde erklärt, dass die Streurate in einem niht-stationären Zustand abnimmt. Dies wird

durh Abbildung (9) bestätigt.
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Abbildung 9: Niht-stationärer Zustand - u(t) strebt keinem konstanten Wert zu und γ(t) verringert sih mit

der Zeit.

Zu jedem Parameterpaar (τ, T ) werden 50 Simulationen durhgeführt, um die Fluktuationen von u(t) zu

reduzieren. In Abbildung (10) ist ui(t) für eine dieser Simulationen i dargestellt. Wie die Theorie zeigt, steigt

ui(t) zuerst stark an und �uktuiert nah kurzer Zeit um einen konstanten Wert. Ein von mir geshriebenes

Programm berehnet für jeden Zeitpunkt tj den Mittelwert ū aus allen 50 Simulationen, d. h.

ū(tj) =
1

50

50
∑

i=1

ui(tj). (5.12)

Die Fluktuationen von ū(t) sind im Vergleih zu denen von ui(t) deutlih verringert, wie sih in Abbildung

(10) zeigt. Auÿerdem berehnet das Programm den Mittelwert der Streurate und dessen Fehler aus den 50

Simulationen. Der konstante Wert, um den ū(t) nah kurzer Zeit �uktuiert, wird durh eine Mittelung von

ū(t) über die Zeit berehnet. Dazu wird der starke Anstieg zu Beginn der Simulation niht berüksihtigt,

d. h. es wird ein Zeitwert, der sogenannte Cut-O� tCO, festgelegt, ab dem die zeitlihe Mittelung beginnt.

Den Wert des Cut-O�s kann man durh Betrahtung des Verlaufs von u(t) abshätzen. Nah der zeitlihen

Mittelung erhält man den Mittelwert 〈ū〉t, welher für ein bestimmtes Parameterpaar in Abbildung (10)

visualisiert ist.
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Abbildung 10: ū (t), ui(t) und der zeitlihe Mittelwert 〈ū〉t

Neben dem zeitlihen Mittelwert 〈ū〉t berehnet das Programm auh dessen Fehler, mit der Annahme, dass

die Messpunkte ū(tj) statistish unabhängig sind. Tatsählih sind die Messpunkte niht statistish unab-

hängig, wodurh der Fehler stark untershätzt ist. Deswegen wird für einzelne Parameterpaare (τ, T ) eine
sogenannte Bloking-Analyse durhgeführt [5℄. In dieser werden jeweils n benahbarte Messwerte zu einem

sogenannten Blok zusammengefasst. Anshlieÿend wird der Mittelwert aller Messwerte in einem Blok be-

rehnet und dieser als neuer Messpunkt übernommen. Aus diesen neuen Messwerten wird ein Mittelwert

und der Fehler des Mittelwerts berehnet. Bei korrelierten Messwerten zeigt der Fehler das in Abbildung

(11) visualisierte Verhalten. Mit wahsendem n steigt er zuerst stark an, erreiht aber ab einer bestimmten

Gröÿenordnung von n ein Plateau. Man geht davon aus, dass für die Gröÿenordnung von n, ab der das

Plateau erreiht wird, die aus den Blöken resultierenden Messwerte niht mehr korreliert sind. Das Plateau

spiegelt folglih den tatsählihen Fehler von 〈ū〉t wieder. Bei den getesteten Parameterpaaren beträgt der

tatsählihe Fehler von 〈ū〉t das 5- bis 20-fahe des Fehlers, welhen man durh die Annahme unkorrelier-

ter Messwerte erhält. Die unkorrelierten Fehler werden deshalb im Folgenden mit dem Faktor 20 multipliziert.

Für den Spin-Drag gilt mit Hilfe von Gleihung (4.14) und (4.17)

ΓSD =
F0

2〈ū〉t
. (5.13)

Da F0 niht fehlerbehaftet ist, erhält man den Fehler des Spin-Drags aus dem Fehler von 〈ū〉t . Für jedes der
40 Parameterpaare (τ, T ) wird der Spin-Drag und dessen Fehler berehnet.

Im Anshluss wird die Abhängigkeit des Spin-Drags von der Temperatur und der mittleren Stoÿzeit un-

tersuht und mit der Theorie verglihen.
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Abbildung 11: Fehler der Gröÿe 〈ū〉t für eine untershiedlihe Anzahl n von Messpunkten je Blok. Der Fehler

steigt stark an und erreiht ein Plateau.

(

1
τ

)

th

[

1
tF

]

(

1
τ

)

Fit

[

1
tF

]

0, 0731393 0, 0725446± 7 ∗ 10−7

0, 083588 0, 082677± 2 ∗ 10−6

0, 094036 0, 092661± 2 ∗ 10−6

0, 104485 0, 102361± 3 ∗ 10−6

Tabelle 2: Vergleih von

(

1
τ

)

th
mit

(

1
τ

)

Fit
. Für alle Werte gilt

(

1
τ

)

th
>
(

1
τ

)

Fit
.

5.2.2 Temperaturabhängigkeit des Spin-Drags

In Abbildung (12) ist der Spin-Drag und die inverse mittlere Stoÿzeit in Abhängigkeit der Temperatur für die

4 theoretish prognostizierten mittleren Stoÿzeiten τth dargestellt. Die inverse mittlere Stoÿzeit

1
τ
ist nahezu

konstant und in Abbildung (12) durh eine Konstante ge�ttet. In Tabelle (2) �ndet sih ein Vergleih der

theoretish prognostizierten inversen Stoÿzeit

(

1
τ

)

th
mit der inversen mittleren Stoÿzeit aus dem Fit

(

1
τ

)

Fit
.

Es wurde bereits erläutert, dass die Streurate und damit die mittlere inverse Stoÿzeit in der Simulation kleiner

ist als in der Theorie prognostiziert, da Stöÿe von Teilhen mit hohem Relativgeshwindigkeitsbetrag niht

beahtet werden. Diese Tatsahe spiegelt der Vergleih wider.

Für alle 4 mittleren Stoÿzeiten ist der Spin-Drag ΓSD von der Gröÿenordnung der inversen mittleren Stoÿzeit

1
τ
und nimmt mit steigender Temperatur ab. Für einen bestimmten Wertebereih der Temperatur entspriht

der Spin-Drag nahezu der inversen mittleren Stoÿzeit (zum Beispiel

T
TF

= 3 für τth ≈ 13.67, siehe Abbildung
12a). Der Temperaturbereih ist für kleinere mittlere Stoÿzeiten zu geringeren Temperaturen hinvershoben.

Wir haben im Theorieteil hergeleitet, dass für den Spin-Drag ΓSD = 1
τ
gilt. Dabei haben wir die Relaxationszeit-

Näherung verwendet und die Annahme gemaht, dass die mittlere Stoÿzeit τ die einzig relevante Zeitskala

darstellt. Theoretish sollte der Spin-Drag folglih temperaturunabhängig sein. Die Gröÿenordnung des Spin-

Drags stimmt folglih mit der theoretishen Vorhersage überein, die Temperaturabhängigkeit des Spin-Drags

wird durh die Theorie niht beshrieben.

Da die Simulation keine Näherungen und Annahmen maht, sind deren Ergebnisse prinzipiell genauer als

die theoretishe Beshreibung. Zum Beispiel ist die Annahme der Theorie, dass die einzig relevante Zeitskala
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Abbildung 12: Temperaturabhängigkeit des Spin-Drags und Vergleih mit der inversen mittleren Stoÿzeit

die mittlere Stoÿzeit τ ist, bei genauerer Betrahtung niht korrekt. Die Stoÿzeit eines Teilhens hängt nah

(4.2) vom Relativgeshwindigkeitsbetrag der stoÿenden Teilhen ab. Ein Teilhen, welhes einen im Vergleih

zum mittleren Geshwindigkeitsbetrag hohen Geshwindigkeitsbetrag hat, stöÿt hauptsählih mit Teilhen

geringeren Geshwindigkeitsbetrags, da diese aufgrund der Maxwell-Boltzmann-Verteilung häu�ger vorkom-

men. Der Relativgeshwindigkeitsbetrag bei einem Stoÿ mit Beteiligung vergleihsweise shneller Teilhen ist

deshalb im Vergleih zum mittleren Relativgeshwindigkeitsbetrag bei einem Zusammenstoÿ deutlih erhöht.

Shnelle Teilhen haben deswegen lange Stoÿzeiten im Vergleih zur mittleren Stoÿzeit τ . Auf der anderen

Seite gibt es im System Streuprozesse, bei denen die Stoÿzeit deutlih kleiner als die mittlere Stoÿzeit τ ist.

Da in der Relaxationszeit-Näherung nur eine Zeitskala als relevant betrahtet wird, nimmt man an, dass im

Mittel alle Streuprozesse in gleihem Maÿe zum Spin-Drag beitragen. Betrahten wir nohmal das Beispiel

vergleihweise shneller Teilhen. Diese bekommen durh die äuÿere Kraft F0 aufgrund ihrer im Mittel re-

lativ langen Stoÿzeit eine hohe zusätzlihe Geshwindigkeit in x-Rihtung. Dabei wähst aber gleihzeitig

der Relativgeshwindigkeitsbetrag bei einem potentiellen Stoÿ, sodass sih die Stoÿzeit dieser Teilhen weiter

vergröÿert. Dieses niht lineare Verhalten wird in einer Mittelung über alle Stoÿzeiten niht berüksihtigt

und zeigt, dass die mittlere Stoÿzeit τ nur eine grobe Näherung für die einzig relevante Zeit sein kann. Au-

ÿerdem veranshauliht dieses Beispiel, dass die relevante Zeitskala eine Funktion der Temperatur sein kann,

denn die Anzahl der Teilhen mit vergleihsweise hoher Geshwindigkeit nimmt mit steigender Temperatur zu.

Man kann die Ergebnisse der Simulation innerhalb der Relaxationszeit-Näherung beshreiben wenn man die

einzig relevante Zeitskala durh τ̃ =
(

1
τ
+ ρ(T, τ)

)−1
ausdrükt. Für den Spin-Drag gilt mit dieser Annahme

Γ̃SD =
1

τ
+ ρ(T, τ). (5.14)
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Aufgrund der Simulationsergebnisse muss ρ(T, τ) eine mit steigender Temperatur abnehmende Funktion sein.

Da der Temperaturbereih, in dem Γ̃SD ≈ 1
τ
gilt, für untershiedlihe mittlere Stoÿzeiten ein anderer ist,

muss ρ(T, τ) eine Funktion der mittleren Stoÿzeit sein. Die genaue Abhängigkeit der Funktion ρ(T, τ) von τ

wird sih im nähsten Abshnitt zeigen.

5.2.3 Abhängigkeit des Spin-Drags von der mittleren Stoÿzeit

Für die Temperaturen

T
TF

= 2 und

T
TF

= 5 ist der Spin-Drag ΓSD in Abhängigkeit der inversen mittleren

Stoÿzeit

1
τ
in Abbildung (13) geplottet. Für die inverse mittlere Stoÿzeit sind keine Fehlerbalken eingezeihnet,

 0.07

 0.075

 0.08

 0.085

 0.09

 0.095

 0.1

 0.105

 0.11

 0.07  0.075  0.08  0.085  0.09  0.095  0.1  0.105  0.11

Γ S
D

 [1
/t F

]

1/τ [1/tF]

T/TF=2

Daten
Fit

(a)

 0.07

 0.075

 0.08

 0.085

 0.09

 0.07  0.075  0.08  0.085  0.09  0.095  0.1  0.105  0.11

Γ S
D

 [1
/t F

]

1/τ [1/tF]

T/TF=5

Daten
Fit

(b)

Abbildung 13: Abhängigkeit des Spin-Drags von der inversen mittleren Stoÿzeit

da der Fehler im Vergleih zum Fehler des Spin-Drags vernahlässigbar klein ist. Die Messwerte lassen sih

innerhalb ihrer Fehlerintervalle durh eine Gerade der Form

ΓSD = c1
1

τ
+ c2 (5.15)

beshreiben. Ein linearer Fit der Messwerte ist in Abbildung (13) dargestellt. Aus dem Fit ergeben sih die

Geradengleihungen

ΓSD =

[

(0, 77± 0, 03)
1

τ
+ (0, 020± 0, 003)

1

tF

]

für

T

TF

= 2 (5.16)

und

ΓSD =

[

(0, 55± 0, 03)
1

τ
+ (0, 027± 0, 003)

1

tF

]

für

T

TF

= 5. (5.17)

Bei der Fehlerberehnung der Fitparameter c1 und c2 sind die Fehler der einzelnen Messpunkte berüksihtigt.

Gilt ΓSD = 1
τ
erhält man Ursprungsgeraden mit Steigung 1, d. h. c1 = 1 und c2 = 0. Dies ist innerhalb

der Fehlergrenzen für die beiden Temperaturwerte niht der Fall. Die Gröÿenordnung von c1 liegt aber im

Bereih von 1. Die Fitparameter hängen auÿerdem, entgegen der theoretishen Vorhersage, von der Tempe-

ratur ab.

Auh diese Ergebnisse lassen sih damit begründen, dass τ niht die Relaxationszeit darstellt. Verwenden wir

den bereits beshriebenen Ansatz (5.14), gilt

ρ(T, τ) = c̃1(T )
1

τ
+ c2(T )mit c̃1(T ) = c1(T )− 1, (5.18)

d. h. ρ(T, τ) ist eine lineare Funktion in

1
τ
.
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5.2.4 Fazit

Die Annahme, dass die mittlere Stoÿzeit τ die relevante Zeit darstellt, liefert zwar rihtige Gröÿenordnun-

gen für den Spin-Drag, vernahlässigt aber dessen Temperaturabhängigkeit. Die Relaxationszeit-Näherung

beshreibt das System hinreihend genau, wenn man als relevante Zeitskala

(

1
τ
+ ρ(T, τ)

)−1
wählt und somit

für den Spin-Drag

Γ̃SD =
1

τ
+ ρ(T, τ) (5.19)

erhält. Dabei ist ρ(T, τ) eine lineare Funktion in

1
τ
und nimmt mit steigender Temperatur ab.

5.3 Numerishe Analyse des Systems mit Kraftshiht

5.3.1 Erweiterung der Simulation um die Kraftshiht

Um das System aus Kapitel 2 durh die Computersimulation modellieren zu können, wird diese um die Kraft-

shiht erweitert.

Durh die Kraftshiht verändert sih nur die stoÿfreie Bewegung der Teilhen. Ein Teilhen mit Spin s

be�nde sih vor einem Zeitshritt ∆t am Ort x = (x, y, z) und habe die Geshwindigkeit v = (vx, vy, vz).
Nah dem Zeitshritt sei es am Ort x

′ = (x′, y′, z′) und habe die Geshwindigkeit v
′ =

(

v′x, v
′
y, v

′
z

)

. Zu jedem

Zeitpunkt gibt es hinsihtlih der stoÿfreien Bewegung des Teilhens zwei Fälle.

1) Das Teilhen be�ndet sih auÿerhalb der Kraftshiht

In diesem Fall berehnet der Algorithmus die Zeit ∆terr, welhe zum Erreihen der Kraftshiht notwendig

ist. Diese Zeit wird allein durh die z-Geshwindigkeit vz und die z-Koordinate des Ortes z des Teilhens

festgelegt. Das Teilhen be�nde sih über der Kraftshiht, d. h. z > d
2 . Bewegt sih das Teilhen nah oben

(vz > 0), ist die Zeit zum Erreihen der Kraftshiht aufgrund der periodishen Randbedingungen durh

∆terr =
L− d

2 − z

vz
=

L

vz
−

d
2

vz
− z

vz
(5.20)

gegeben. De�nieren wir den Wert k durh

k :=
vzz

|vzz|
, (5.21)

gilt in diesem Fall k = 1. Bei einer Bewegung nah unten (vz < 0) wird die Shiht nah der Zeit

∆terr =
− d

2 + z

vz
= −

d
2

vz
+

z

vz
(5.22)

erreiht und es gilt k = −1. L und d wurden in Kapitel 2 de�niert und beshreiben die Abmaÿe der Kraft-

shiht und des Systems. Unter Verwendung der De�nition von k kann die Zeit zum Erreihen der Shiht

durh

∆terr =
1

2
(k + 1)

L

vz
−

d
2

vz
− z

|vz |
(5.23)

zusammengefasst werden. Das System ist hinsihtlih einer Spiegelung an der x − y − Ebene symmetrish.

Um für ein Teilhen unterhalb der Kraftshiht (z < 0) die rihtige Formel zu erhalten, müssen wir die

Transformation

z −→ −z, vz −→ −vz (5.24)

ausführen. Unter dieser Transformation gilt für (5.23)

∆terr −→ −∆terr. (5.25)

Da ∆terr eine positive Gröÿe sein soll, gilt zusammengefasst für die Zeit zum Erreihen der Kraftshiht die

Formel

∆terr = |1
2
(k + 1)

L

vz
−

d
2

vz
− z

|vz|
|. (5.26)
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Erreiht das Teilhen die Kraftshiht im Zeitshritt ∆t niht (∆t < ∆terr), wird das Teilhen durh die

Bewegungsgleihungen auÿerhalb der Kraftshiht

x
′ = x+ v∆t und v

′ = v (5.27)

propagiert. Ist der z-Geshwindigkeitsbetrag klein, d. h.

|vz| < ε mit 0 < ε ≪ 1 (5.28)

wird ∆terr niht berehnet und die Propagation des Teilhens erfolgt ebenfalls nah den Bewegungsgleihun-

gen auÿerhalb der Kraftshiht.

Erreiht das Teilhen im vorgegebenen Zeitshritt ∆t die Kraftshiht, d. h. ∆terr ≤ ∆t, bewegt es sih

bis zum Erreihen der Kraftshiht durh die Bewegungsgleihungen auÿerhalb der Kraftshiht. Anshlie-

ÿend wird die verbleibende Propagationszeit ∆t′ = ∆t−∆terr berehnet. Danah wird ∆t = ∆t′ gesetzt und
Fall 2 ausgeführt, welher im Folgenden erläutert wird.

2) Das Teilhen be�ndet sih innerhalb der Kraftshiht

Be�ndet sih das Teilhen innerhalb der Kraftshiht, wird zuerst die Zeit ∆tver berehnet, nah der das

Teilhen die Kraftshiht verlässt. Bewegt sih das Teilhen in der Kraftshiht nah oben (vz > 0), ist diese
Zeit durh

∆tver =
d
2 − z

vz
=

d

2vz
− z

vz
(5.29)

gegeben. Bei einer Bewegung nah unten (vz < 0) benötigt das Teilhen die Zeit

∆tver = −
d
2 + z

vz
= − d

2vz
− z

vz
(5.30)

zum Verlassen der Kraftshiht. Zusammengefasst ergeben diese Ausdrüke die Formel

∆tver =
d

2|vz|
− z

vz
. (5.31)

Verlässt das Teilhen die Kraftshiht im Zeitshritt ∆t niht, d. h. ∆t ≤ ∆tver , wird das Teilhen den

Zeitshritt ∆t durh die Bewegungsgleihungen in der Kraftshiht

x
′ = (x+ vx∆t+

1

2
sF0∆t2, y + vy∆t, z + vz∆t) (5.32)

und

v
′ = (vx + sF0∆t, vy, vz) (5.33)

propagiert. Für kleine z-Geshwindigkeitsbeträge (5.28) wird ∆tver niht berehnet und das Teilhen eben-

falls durh die Bewegungsgleihungen in der Kraftshiht propagiert.

Für ∆t > ∆tver wird analog zu Fall 1 die verbleibende Zeit ∆t′ = ∆t −∆tver berehnet, ∆t = ∆t′ gesetzt
und Fall 1 ausgeführt.

Im nähsten Abshnitt wird die Vorgehensweise hinsihtlih der Analyse des Systems erklärt.
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5.3.2 Vorgehensweise

Im Folgenden wollen wir die in Abshnitt 4.4.1 de�nierte Zerfallslänge bestimmen und deren Abhängigkeit

von der mittleren Stoÿzeit τ und der Temperatur T überprüfen.

Das System wird - wie in Abshnitt 4.4.1 beshrieben - in Messshihten der Dike d unterteilt. Die Anzahl

der Messshihten sei 2K + 1, wobei die Messshiht in der Mitte des Systems der Kraftshiht entspriht.

Die Messshiht k be�nde sih um den Ort zk = kd mit k ∈ [−K,K]
N
. Für die Kraftshiht gilt somit

k = 0. Es wird ein Algorithmus implementiert, welher die mittlere x-Geshwindigkeit us(zk, tj) der Teil-
hen mit Spin s in jeder Messshiht k zu jedem während der Simulation erreihten Zeitpunkt tj bestimmt,

daraus u(zk, tj) =
u↑(zk,tj)−u↓(zk,tj)

2 berehnet und in eine Datei ausgibt. Das System wird für die selben

Werte von a und T wie im vorherigen System untersuht. Weiht die Streurate im System kaum von der im

System ohne äuÿere Kraft ab, resultieren aus den Werten a und T die selben Parameterpaare (τ, T ) wie zuvor.

Im Vergleih zum zuvor beshriebenen System wirkt die äuÿere Kraft niht mehr im ganzen System, sondern

nur noh in der Kraftshiht der Dike d. Betrahtet man die Kraft F0 wie zuvor als Störung des Systems ohne

äuÿere Kraft, kann man annehmen, dass diese Störung um den Faktor

d
L
im Vergleih zum vorherigen System

reduziert ist. Für eine im Vergleih zum vorherigen System um den Faktor

L
d
gröÿere Kraft F0 stellt sih

deshalb im System ein stationärer Zustand ein und die Streurate des Systems weiht kaum von der Streurate

des Systems ohne äuÿere Kraft ab. Nah einigen Testläufen mit untershiedlihen Parametern stellt man

zuerst fest, dass u(zk, tj) für Werte von zk in der Umgebung der Kraftshiht zu Beginn der Simulation

steil ansteigt und nah kurzer Zeit um einen bestimmten Wert �uktuiert. Da u(zk) aus der äuÿeren Kraft

F0 resultiert, muss diese groÿ genug gewählt werden, dass der Wert, um den u(zk, tj) nah kurzer Zeit

�uktuiert für zk −Werte in der Umgebung der Kraftshiht gröÿer als die Fluktuationen von u(zk, tj) ist.
Nah zahlreihen Testdurhläufen der Simulation hat sih ergeben, dass die Parameter F0 = 0.051 und

d = L
101 ideal sind. Insbesondere ist der Parameter F0 dadurh viel kleiner als der Wert für die Kraft im

vorherigen System mal den Faktor

L
d
. Man erwartet deshalb, dass die Streurate γ kaum von der Streurate

im System ohne äuÿere Kraft abweiht. Durh die Wahl der Parameter F0 und d gilt auÿerdem

d

(〈|vz |〉τ)min

≈ 0.06 ≪ 1, (5.34)

sodass die in Abshnitt 4.4.1 gestellte Forderung d ≪ 〈|vz |〉τ erfüllt ist.

Wie zuvor werden für jedes Parameterpaar (τ, T ) 50 Simulationen durhgeführt, um die Fluktuationen von

u(zk, tj) zu verringern. Jede dieser Simulationen i ∈ [1, 50]
N
liefert die Werte ui (zk, tj) für alle möglihen Orts-

werte zk und Zeitwerte tj . Das von mir geshriebene Programm �av_p_sgr.pp� mittelt die Werte ui (zk, tj)
aller 50 Simulationen zum Wert ū (zk, tj) nah der Vorshrift

ū (zk, tj) =
1

50

50
∑

i=1

ui (zk, tj) . (5.35)

Für die Parameter

T
TF

= 1 und

τth
tF

≈ 11.96 ist der zeitlihe Verlauf von ū (zk, tj) für die Shihten k = 0
(Kraftshiht), k = 1 und k = 2 in Abbildung (14) dargestellt.

Anshlieÿend bildet das Programm �av_p_sgr.pp� den Mittelwert ū′ (zk, tj) der mittleren x-Geshwindigkeiten

zweier Messshihten, welhe den gleihen Abstand zur Kraftshiht haben, da diese Werte aufgrund der Sym-

metrie des Systems theoretish gleih sind, d. h.

ū′ (zk, tj) =
ū (zk, tj) + ū (z−k, tj)

2
mit k ∈ [0,K]

N0
. (5.36)
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Abbildung 14: Zeitliher Verlauf von ū (zk, tj), dargestellt für k = 0 (Kraftshiht), k = 1 und k = 2

Da der steile Anstieg von ū′ (zk, tj) zu Beginn der Simulation niht berüksihtigt werden soll, wird

äquivalent zur Analyse des Spin-Drags nah Betrahtung des zeitlihen Verlaufs von ū′ (zk, tj) ein Cut-O�

tCO festgelegt, ab dem Messwerte berüksihtigt werden. Anshlieÿend führt �av_p_sgr.pp� für jeden Wert

k eine zeitlihe Mittelung von ū′ (zk, tj) mit Hilfe der Relation

〈ū′〉t (zk) =
1

J

∑

j mit tj>tCO

ū′ (zk, tj) (5.37)

durh. J ist die Anzahl aller ab dem Cut-O� in der Simulation erreihten Zeitpunkte. Auÿerdem berehnet

�av_p_sgr.pp� den Fehler von 〈ū′〉t (zk) mit der Annahme statistish unabhängiger Messwerte ū′ (zk, tj). Da
die Messwerte wie im vorherigen System korreliert sind, wird die bereits beshriebene �Bloking-Analyse� für

stihprobenartig ausgewählte 〈ū′〉t (zk) bei untershiedlihen Parameterpaaren (τ, T ) und k-Werten durh-

geführt. Dabei ergibt sih, dass der Fehler wieder um das 5- bis 20-fahe untershätzt ist. Alle aus der

Betrahtung unabhängiger Messwerte erhaltenen Fehler werden deshalb mit dem Faktor 20 multipliziert.

Zusätzlih berehnet �av_p_sgr.pp� den Mittelwert der Stoÿzeit aller 50 Simulationen und dessen Fehler.

Im letzten Shritt legt �av_p_sgr.pp� für jedes Parameterpaar (τ, T ) eine Datei an, die für jedes k den Wert

〈ū′〉t (zk) und den Fehler dieses Werts enthält.

Für die theoretish prognostizierte mittlere Stoÿzeit

τth
tF

≈ 11.96 ist in Abbildung (15) 〈ū′〉t (zk) mit Fehler

für zwei Temperaturwerte geplottet. Da mit steigender Temperatur die Fluktuationen zunehmen, ist der

Fehler für

T
TF

= 10 im Vergleih zu

T
TF

= 1 deutlih erhöht. Man könnte meinen, die Datenpunkte durh eine

Exponentialfunktion beshreiben zu können. In Abshnitt 4.4.1 haben wir gezeigt, dass dies erst ab einem

gewissen Abstand von der Kraftshiht möglih ist, da der generelle Verlauf von 〈ū′〉t (zk) für zk > d
2 durh

die niht analytishe Funktion (4.87) beshrieben wird. Die Messpunkte von 〈ū′〉t (zk) liegen für kleine zk
deutlih über dem Verlauf einer Exponentialfunktion. Um die Zerfallslänge κ zu bestimmen, müssen die Mess-

punkte nah (4.90) durh eine Exponentialfunktion ge�ttet werden. Die Frage ab welhem zk ge�ttet werden

kann, lässt sih leiht beantworten indem man für jedes Parameterpaar ln (〈ū′〉t) (zk) gegen zk aufträgt. Die

Punkte liegen ab einem bestimmten Wert zab auf einer Gerade. Für die Parameter

τth
tF

≈ 10.63 und

T
TF

= 5
ist der resultierende Plot in Abbildung (16) dargestellt. Die zu Beginn stark von einer Gerade abweihenden

Messpunkte werden niht berüksihtigt.
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Abbildung 15: Verlauf von 〈ū′〉t (zk) für zwei untershiedlihe Werte der Temperatur

Die starken Abweihungen der Messpunkte für groÿe zk spielen für die Fragestellung, ab welhem Wert

zk ge�ttet werden soll keine Rolle, da sie aus der Logarithmusfunktion resultieren, welhe für kleine Argu-

mente groÿe Werte annimmt und dadurh den Fehler kleiner 〈ū′〉t (zk) enorm verstärkt. Nah dem Test aller

Parameterpaare stellt sih heraus, dass eine Abweihung von der Exponentialfunktion für die ersten 2 bis 3

Messpunkte auftritt. Deswegen werden im Folgenden die ersten 3 Messpunkte niht beahtet, d. h. zk ≥ 4d.

Ein Problem stellt die Gröÿe des Systems in z-Rihtung dar. Vor allem bei hohen Temperaturen existie-

ren shnelle Teilhen, welhe die Kraftshiht und eine Streke in z-Rihtung mit einer Länge gröÿer als

L
2

stoÿfrei durhqueren können. Durh die periodishen Randbedingungen tauhen diese Teilhen hinsihtlih

der z-Koordinaten auf der anderen Seite des Systems wieder auf. Dabei wird x-Impuls von zwei Seiten in die

Messhihten, welhe sih nahe der Ränder des Systems hinsihtlih der z-Rihtung be�nden, transportiert.

In diesen Randgebieten gilt die Beshreibung durh eine Exponentialfunktion niht mehr. Für die bei unseren

Parameterpaaren maximale mittlere freie Weglänge in z-Rihtung

(

l̄z
)

max
gilt für

T
TF

= 10 und die mittlere

Stoÿzeit

τ
tF

≈ 13.67
(

l̄z
L
2

)

max

≈ 0.23. (5.38)
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Abbildung 16: Verlauf von ln (〈ū′〉t) (zk) - Fit vom einshlieÿlih 4. Datenpunkt bis zum einshlieÿlih 20.

Datenpunkt

In Abbildung (15b) ist dieser E�ekt daran zu erkennen, dass 〈ū′〉t (zk) mit wahsendem zk niht gegen

Null strebt. Im Folgenden wird deswegen ein Cut-O� zCO für zk festgelegt, bis zu dem die Exponentialfunk-

tionen an 〈ū′〉t (zk) ge�ttet wird. Nah genauer Betrahtung der graphishen Darstellung von 〈ū′〉t (zk) wird
der Cut-O� entsprehend der Tabelle (3) festgelegt.

T [TF ] zCO [L]

1, 2, 3 1
4

4, 5, 6 1
6

7, 8, 9 1
8

10 1
10

Tabelle 3: Cut-O� zCO für untershiedlihe Temperaturen

Anshlieÿend wird für jedes Parameterpaar (τ, T )mit Hilfe vonMathematia die ExponentialfunktionA exp [−Bz]
an 〈ū′〉t (zk) ge�ttet. Dabei werden sowohl beim Fitten als auh bei der Fehlerberehnung der Fitparame-

ter A und B die Fehler der einzelnen Messpunkte berüksihtigt. In Abbildung (17) ist ein solher Fit für

die Parameter

τth
tF

≈ 11.96 und

T
TF

= 5 dargestellt. Man erhält folglih für alle Parameterpaare (τ, T ) eine
Zerfallslänge κ mit Fehler, da diese dem Kehrwert des Fitparameters B entspriht.
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Abbildung 17: Fit einer Exponentialfunktion an 〈ū′〉t (zk)

Da es zu jeder mittleren Stoÿzeit 10 Temperaturwerte gibt, besteht die Möglihkeit, die Abhängigkeit der

Zerfallslänge κ von der mittleren Stoÿzeit τ und der Temperatur T zu untersuhen. Damit werden wir uns

in den nähsten Abshnitten beshäftigen.

5.3.3 Abhängigkeit der Zerfallslänge von der mittleren Stoÿzeit

Die Zerfallslänge κ wird gegen die mittlere Stoÿzeit τ geplottet. Die Fehler der mittleren Stoÿzeiten werden

dabei vernahlässigt, da sie um ein vielfahes kleiner als die Fehler der Zerfallslängen sind. Für T ∈ {1, 2, 3, 8}
sind diese Plots in Abbildung (18) dargestellt. Da wir eine lineare Abhängigkeit der Zerfallslänge κ von

der mittleren Stoÿzeit τ ewarten, werden die Messpunkte durh eine Gerade ge�ttet. Man erhält dadurh

Geradengleihungen der Form

κ = c3τ + c4. (5.39)

Da die Fehler der Messpunkte dominant sind, werden sie bei der Fehlerberehnung der Fitparameter c3 und

c4 berüksihtigt. In Tabelle (4) sind die Ergebnisse der Fits zusammengefasst.Es fällt auf, dass die Fehler der

Fitparameter shon für niedrige Temperaturen sehr hoh sind. Da die Messpunkte relativ weit vom Ursprung

entfernt liegen, ist der groÿe Fehler von c4 jedoh niht verwunderlih.

T [TF ] c3

[

d
tF

]

c4 [d]

1 0.19± 0.09 2± 1
2 0.5± 0.2 1± 3
3 0.7± 0.3 −1± 3
8 1± 2 −3± 15

Tabelle 4: Fitparameter c3 und c4 mit Fehler für untershiedlihe Werte der Temperatur
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Abbildung 18: Abhängigkeit der Zerfallslänge von der mittleren Stoÿzeit

Nimmt man an, dass die mittlere Stoÿzeit τ die einzig relevante Zeitskala darstellt, erwartet man aufgrund

von Gleihung (4.91), dass für die Zerfallslänge

κ = cκτ
√
T (5.40)

gilt. Dabei ist cκ unabhängig von T und τ . Das lineare Verhalten in τ wird durh die Messergebnisse Innerhalb

der Fehlergrenzen bestätigt. Ob der Fitparameter c4 vershwindet, kann aufgrund der hohen Messfehler und

der wenigen Messpunkte niht festgestellt werden.

5.3.4 Temperaturabhängigkeit der Zerfallslänge

Um die Abhängigkeit der Zerfallslänge von der Temperatur untersuhen zu können, muss die mittlere Stoÿzeit

für die untershiedlihen Werte der Temperatur konstant sein. Dass dies durh die Wahl des Parameters a

erfüllt ist, erkennt man in Abbildung (19). Die Werte für die mittlere Stoÿzeit sind durh eine Konstante

τFit ge�ttet. Diese ist zusammen mit der theoretish vorhergesagten mittleren Stoÿzeit τth in Tabelle (5)

aufgeführt. Die beiden Werte stimmen nahezu überein.
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Abbildung 19: Durh Wahl des Parameters a ist die mittlere Stoÿzeit für alle gewählten Parameter der

Temperatur nahezu konstant.

In Abbildung (20) ist die Zerfallslänge κ mit Fehler in Abhängigkeit von der Wurzel der Temperatur

√
T

für 4 untershiedlihe mittlere Stoÿzeiten dargestellt. Die Messpunkte können innerhalb ihrer relativ groÿen

Fehler für alle Stoÿzeiten durh eine Gerade beshrieben und deshalb linear ge�ttet werden. Es ergeben sih

Geradengleihungen der Form

κ = c5
√
T + c6 (5.41)

mit den Fitparametern c5 und c6. Da wie zuvor die Fehler der Messwerte relevant sind, werden diese bei der

Fehlerberehnung von c5 und c6 berüksihtigt. Die Werte der Fitparameter und deren Fehler für die jeweiligen

mittleren Stoÿzeiten sind in Tabelle (5) zusammengefasst. c5 ist eine Funktion der mittleren Stoÿzeit τ . Die

τth [tF ] τFit [tF ] c5

[

d√
TF

]

c6 [d]

13.673 13.581± 0.002 3.3± 0.6 1.8± 0.7
11.963 11.945± 0.005 3.0± 0.6 1.7± 0.7
10.634 10.630± 0.007 2.9± 0.4 1.6± 0.5
9.571 9.611± 0.009 2.1± 0.7 2.2± 0.8

Tabelle 5: Mittlere Stoÿzeit τ und Fitparameter c5 und c6

gemessene Zerfallslänge ist innerhalb der Fehlergrenzen eine lineare Funktion in

√
T .
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Bei der numerishen Untersuhung des Spin-Drags haben wir festgestellt, dass die Annahme die mittlere

Stoÿzeit τ ist die Relaxationszeit, nur eine Näherung darstellt. Vorallem ist es möglih, dass die relevante

Zeitskala temperaturabhängig ist. In diesem Fall wäre κ niht mehr linear in

√
T da in der Relaxationszeit

ebenfalls eine Temperaturabhängigkeit auftreten würde. Da wir bei der Untersuhung der Messpunkte fest-

gestellt haben, dass κ in

√
T linear ist, beshreibt die Annahme, dass τ die Relaxations-Zeit ist, das System

hinreihend genau.
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Abbildung 20: Temperaturabhängigkeit der Zerfallslänge

5.3.5 Fazit

Man kann die mittlere x-Geshwindigkeit u durh (4.87) beshreiben und für ausreihende Entfernung von

der Kraftshiht durh eine Exponentialfunktion nähern. Die dabei auftretenden Messfehler sind enorm hoh.

Diese könnte man durh mehrere Simulationsvorgänge vermindern. Allerdings beanspruhen bereits 50 Si-

mulationen je Parameterpaar (τ, T ) hohe Rehenkapazitäten.

Die Abhängigkeit der Zerfallslänge κ von Temperatur und mittlerer Stoÿzeit lässt sih innerhalb der Relaxations-

zeitNäherung hinreihend genau beshreiben, wenn man als relevante Zeitskala die mittlere Stoÿzeit τ an-

nimmt. Dabei ist die Zerfallslänge innerhalb der Fehlergrenzen eine lineare Funktion der mittleren Stoÿzeit

τ und der Wurzel der Temperatur

√
T .
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6 Shluss

Die Arbeit hat gezeigt, dass bereits die theoretishe Beshreibung von Nihtgleihgewihtszuständen und

Transportprozessen in einfah anmutenden Systemen äuÿerst kompliziert sein kann. Am Ende ist es diese

Mühe wert, da die erhaltenen Ergebnisse durh die Computersimulation hinreihend genau bestätigt werden.

Eine groÿe Shwierigkeit an der Arbeit war die Tatsahe, dass Literatur zu Transportkoe�zienten in zwei-

komponentigen kalten Fermigasen kaum vorhanden ist und ih deswegen die meisten Theorien zu Spin-Drag

und Spin-Sherviskosität selbst erarbeiten musste. Hinsihtlih der allgemeinen Theorie zu Nihtgleihge-

wihtszuständen und Transportkoe�zienten haben mir die Lehrbüher [6, 8℄ am meisten geholfen. Für das

Verständnis der Simulation war auÿerdem die Doktorarbeit [2℄ äuÿerst hilfreih.
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